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Moédulo 1

CONJUNTOS NUMERICOS

e,
&

“Uno aprende haciendo las cosas, porque aunque piense que lo sabe, no
tendra la certidumbre hasta que lo intente”
SOFOCLES

INTRODUCCION

A lo largo de la historia de la matematica, la introduccién y aceptacién de cada concepto matematico
nuevo ha requerido por regla general, un periodo muy largo de adaptacion. Ello es especialmente visible
en las distintas acepciones del concepto de nimero. Este concepto surgié como consecuencia de la
necesidad practica de contar objetos.

El primer conjunto creado es el de los numeros naturales, que, era obviamente limitado. Pero la
conciencia sobre la necesidad de ampliar el conjunto de nimeros representd una importante etapa en
el camino hacia la matematica moderna.

Paralelamente a la ampliacion de los numeros se desarroll6 su simbologia y los sistemas de
numeracion, diferentes para cada civilizacion.

OBJETIVOS

e |dentificar y resolver situaciones problematicas en los distintos conjuntos numéricos, utilizando las

definiciones y propiedades de las diferentes operaciones.
e Expresary operar en notacion cientifica.
e Operar con radicales aplicando definiciones y propiedades.
e Aplicar la definicién y las propiedades de los logaritmos.

e Presentar y graficar intervalos en R.

CONTENIDOS

1. Numeros naturales.

2. NuUmeros enteros.

3. Nudmeros racionales.

4. NuUmeros irracionales.

5. NuUmeros Reales.
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1. NiOmeros Naturales

Los nimeros naturales surgen por la necesidad que el hombre tiene de contar.

1, 2, 3, 4,... reciben el nombre de nUmeros naturales y al conjunto de estos nimeros se lo simboliza

con N . Entonces:

N={23..,nn+1..}

Sia N se le incorpora el cero, recibe el nombre de conjunto de nimeros naturales ampliado y se

simboliza: N = {0,1,2,3,...,n,n+1,...} Es decir N, =N U{O}

2. NUmeros Enteros

Para que la resta sea siempre posible se crea el conjunto de los nimeros negativos.

El conjunto formado por los nimeros naturales o enteros positivos, el cero y los enteros negativos se

denomina conjunto de niimeros enteros y se designa con Z, que es una ampliacion de los nimeros

naturales.

Es decir:

Z=Nufolui.,-3-2-1={.-3-2-10+1+2,+3..}={.,.—3-2,-1,01,23,...}

Un namero entero queda definido por un nimero natural y un signo.
Por ejemplo:
+5 ; -5
El nimero natural se llama valor absoluto del nimero entero.
+ 5 y -5 tienen el mismo valor absoluto y distinto signo

Los representamos as:

|+ 5| =5 se lee “valor absoluto” de +5 es igual a 5.

|— 5| =5 selee “valor absoluto” de -5 esigual a 5

Dos nameros del mismo valor absoluto y distinto signo se dicen opuestos.

OPERACIONES CON NUMEROS ENTEROS

El conjunto de los nimeros enteros es cerrado con respecto a las operaciones adicion, multiplicacion

y sustraccion.
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Adicién

Silos nimeros tienen el mismo signo (son los dos positivos o los dos negativos), sumamos sus valores

absolutos y a la suma le colocamos el signo que tienen los sumandos

Ejemplos:

—4-6=-10 +4+6=+10

Si dos sumandos tienen distinto signo, al de mayor valor absoluto le restamos el de menor valor

absoluto, y al resultado, le colocamos el signo que tiene el sumando de mayor valor absoluto.

Ejemplos:

-6+2=-4 +6-2=+4

Diferencia

Restar a-b, no es otra cosa que sumarle al entero a el opuesto del entero b, es decir, calcular la suma

a+(-b).

Ejemplos:
5-2=5+(-2)=3 —2—(-5)=-2+5=3
2-5=2+(-5)=-3 —5—(-2)=-5+2=-3
Producto

Al multiplicar dos factores de igual signo (los dos positivos o los dos negativos) el resultado es
positivo e igual al producto de sus valores absolutos.

Ejemplos:

(+5)(+6)=+30 : (-5)M(-6)=+30

Si los dos factores tienen distinto signo (uno es positivo y el otro negativo), el resultado de su
multiplicacion es negativo con valor absoluto igual al producto de los valores absolutos de los
factores.

Ejemplos:

(-5)(+6)=-30 (+5)(-6)=-30
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Se puede considerar en esta operacion la regla de los signos:

REGLA DE LOS SIGNOS

+ = +

En el caso que haya un producto de varios factores, se coloca el signo de acuerdo a la regla de los

signos y se multiplican los valores absolutos de los nimeros dados.

(=5)+3)+2)~ 2)-5)—4) = +1200

Cociente

Para dividir nimeros enteros, dividimos sus valores absolutos y al cociente le colocamos el signo que
le corresponde, segun la “regla de los signos”.

La “regla de los signos” es anédloga a la del producto.

Ejemplos:

(+30):(+6)=+5 , (-30):(-6)=+5

(-30):(+6)=-5 , (+30):(-6)=-5

3. NUmeros Racionales

Un namero racional se puede definir como el cociente entre dos nimeros enteros ay b con b # 0.

Este cociente se indica a:b o como fraccién:

a —> numerador

b —> denominado r

Al conjunto de estos nimeros lo representamos con Q.

Observaciones:

1- Todo nimero entero “a” es un nimero racional con denominador igual a 1.
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Ejemplos:
5 11
== b ~11=-—
a) 5 1 ) 1

2- Todo namero racional en el cual el numerador es mdltiplo del denominador es un nimero entero.

Ejemplos:
a) 14 =7 b) -2 =-5
2 5

3- No todo nimero racional es un namero entero.

Ejemplos:
3 3
— e —¢Z
2 Q 2

Estos nimeros se llaman fraccionarios puros, y se los denota con F. Es decir, los nimeros
fraccionaros puros son aquellos que pueden escribirse como el cociente de dos nimeros enteros

distintos de cero, tal que el dividendo no sea multiplo del divisor.

De las observaciones 1-, 2- y 3- concluimos que el conjunto de los niameros racionales Q es el

conjunto formado por los nimeros enteros y los nUmeros fraccionarios puros, es decir:
Q=ZUF
4- A los nimeros racionales se los suele expresar como numeros decimales o expresiones

decimales, exactas o periddicas.

Ejemplos:
9 4 3 1 ~
a) —=09 by —=133...=1,3 c) —=0,1666...= 0,16
10 3 6
La expresion a) es una expresiéon exacta porque tiene una cantidad finita de cifras decimales.

Las expresiones b) y c) son periddicas porque los nimeros 3 y 6 se repiten indefinidamente. A los

ndmeros que se repiten indefinidamente se los llama periodo y se los sefiala con un arquito.
Las expresiones periédicas a su vez se clasifican en puras y mixtas.

Expresiones periddicas puras: en éstas el periodo aparece inmediatamente después de la coma

como en la expresioén b).

En las expresiones peridédicas mixtas, hay una parte no periédica después de la coma y luego

aparece el periodo, como en la expresion c).

Si un niimero racional esta expresado como una fraccién se puede hallar su expresién decimal
dividiendo el numerador por el denominador de la fraccion.
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i) Todo numero racional de expresion decimal exacta puede escribirse como fraccion decimal,

es decir como fraccién cuyo denominador es un 1 seguido de tantos ceros como cifras decimales

tenga el nimero.

Ejemplos:

_28_14

28=""=
10 5

ii) Para escribir las expresiones decimales periddicas como fraccion debemos distinguir entre

5 46 546 _273
100 50

parte entera, parte periddica y parte no periddica, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Expresion
periédica pura

52

1
] parte periddica
parte entera

Expresion
periddica mixta

324

I palrle periédica
parte no periddica
parte entera

Expresion periédica pura

Para obtener una fraccion equivalente a un
decimal periédico puro, escribimos como
numerador el numero dado, sin coma,
menos la parte entera vy como
denominador, tantos nueves como cifras
decimales tenga el periodo. En el ejemplo

anterior, es:

52-5 47

9 9

Expresidn periédica mixta

Para obtener una fraccién equivalente a un
decimal periédico mixto, escribimos como
numerador el numero dado, sin coma, menos la
parte entera seguida de la parte no periédicay,
como denominador, tantos nueves como cifras
decimales tenga el periodo, seguido de tantos
ceros como cifras tenga la parte no periédica. En

el ejemplo anterior, es:

324-32 292 146
90 90 45

3,24 =

OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Con los numeros racionales se pueden realizar las operaciones de adicion, producto, diferencia y

division. Es decir que el conjunto Q es cerrado respecto de dichas operaciones.

Fracciones equivalentes

Dos fracciones son equivalentes si las dividimos y obtenemos el mismo ndmero.

10

8
Ejemplo: —y —
jemp 4y5

Otra forma de definirlas es la siguiente: dos fracciones son equivalentes si y solo si el producto del
numerador de la primera fraccion por el denominador de la segunda es igual al producto del

denominador de la primera fraccion por el numerador de la segunda.
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En algunos casos basta con ver que numeradores y denominadores son proporcionales, ya que

“si en una fraccién multiplicamos o dividimos numerador y denominador por un mismo namero,

obtenemos una fraccion equivalente”.

Ejemplo:
2 8 _ . _ _ . 2. 8
3 y — son fracciones equivalentes pues 2.12=24 y 3.8=24 o también porque 3—4 = o

Lo que acabamos de presentar se utiliza para simplificar fracciones. Asi, se divide numerador y
denominador por un divisor comun, hasta obtener lo que se llama una fraccién irreducible es decir,

gue no se puede simplificar més.

Sumay diferencia de fracciones

Si las fracciones tienen igual denominador, simplemente sumamos o restamos los humeradores,

segln corresponda, y se escribe el mismo denominador.

Ejemplos:
o 3,9 12 o 3.9 -6
5 5 5 5 5 5

Si las fracciones tienen distinto denominador, podemos reemplazarlas por otras fracciones

equivalentes con igual denominador

Ejemplos:
Sea §+E
5 7

3 3.7 2 25
Como — = y -+

5 5.7 7 75
Entonces
3,287 25 _37+25_21+10_31
5 7 5.7 7-5 7-5 35 35

Con simbolos, lo anterior se escribe como:

Para la diferencia es

a ¢ _ad bc ad-bc

b d bd bd  bd
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Producto de fracciones

El producto de dos nimeros fraccionarios es otro nimero fraccionario cuyo numerador es el producto

de los numeradores y cuyo denominador es el producto de los denominadores

En simbolos:
a C ac e
—e— = b y d son distintos de cero
b d bhd
Ejemplos:
a25_10_5 2.2-2.5_10_5 o 426120 19
34 12 6 4 1 4 4 2 3 4 12
Divisién de fracciones
Para dividir fracciones hacemos:
ac ad ad -
—_——_——— = b,c y d son distintos de cero
b d b c bc
Ejemplos:
26 _27_14_ 7
57 56 30 15

4. NUmeros irracionales

El conjunto de los nimeros racionales es un conjunto denso pues entre dos racionales cualquiera,
existen infinitos racionales. Sin embargo, los nimeros racionales no abarcan la totalidad de los nimeros

ni son suficientes para la resolucion de ciertos problemas de aritmética. Existen nUmeros que no pueden

. a . .
representarse como el cociente o conaybeZ yb=#0, o sea, no son racionales. Estos nimeros

se pueden escribir como una expresion decimal de infinitas cifras no periddicas y se llaman

nameros irracionales. El conjunto de los nimeros irracionales se designa con |.

Los numeros irracionales generalmente provienen de raices que en Q no son exactas

(Ejemplos: \/E, \/5).

Existen otros numeros irracionales como 7 Y € que no provienen de raices.
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5. NUmeros Reales

Con R se designa el conjunto de nimeros reales. Estos se pueden considerar como la unién de los

numeros racionales con los nimeros irracionales. Entonces
R=Qu I
El conjunto R es denso, y ademas es continuo.

Sintetizando:

Nameros
Naturales
NUmeros
Cero p
Enteros \ Numeros
Racionales \ -
Numeros Reales
NUmeros -
. Numeros >
Negativos S Numeros
Fraccionarios .
Irracionales

Representacion geométrica de los nameros reales

Dada unarecta R, se elige en ella un punto origen al que se le hace corresponder el nUmero cero y
una unidad de medida. Se establece una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los nimeros
reales y el conjunto de los puntos de la recta R, es decir:

“A todo numero real le corresponde un punto en la recta y a todo punto de la recta le corresponde un

numero real’.
. . 1
De esta manera, por ejemplo, los nimeros —1, § \/5 guedan representados por los puntos P, Q y

S respectivamente, como se muestra en el siguiente grafico:

E = Q 5

|

Operaciones con numeros reales

En R se definen basicamente dos operaciones: la adicion y el producto.

Propiedades de las operaciones de adicion y producto

1. Propiedad asociativa de la adicién: (a+b)+c = a+(b+c).
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2. Propiedad asociativa de la multiplicacion: (a-b)-c = a-(b-c).

3. Propiedad conmutativa de la adicion: a+b=b+a.

4. Propiedad conmutativa de la multiplicacién: a-b=b-a.

5. Propiedad del neutro aditivo: Existe un tnico nimero O talque a+0=0+a=a

6. Propiedad del neutro multiplicativo: Existe un tGinico nimero 1 talque a-1=1-a=a

7. Propiedad del opuesto aditivo: Para todo nimero real a existe un Unico numero real, -a, tal

que a+(-a)=(-a)+a=0
8. Propiedad del inverso multiplicativo: Para todo nimero real a distinto de cero, existe un

. . 1 1 1
Gnico nimeroreal — talque a-—=—-a=1
a a a

9. Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicion
a-(b+c)=a-b+a-c (b+c)-a=b-a+c-a

Orden de las operaciones

Para el uso de los simbolos de agrupacion y de las cuatro operaciones aritméticas, se conviene el

siguiente orden:

1. Simbolos de agrupamiento: Paréntesis (), corchetes [ ], llaves { } y rayas fraccionarias
pueden tomarse como simbolos de agrupamiento. En cualquier expresion, se debe realizar primero las
operaciones en los paréntesis, corchetes o llaves mas internos y seguir de esta manera hacia afuera,
hasta que hayan sido removidos todos los paréntesis, corchetes y llaves. En el caso de las rayas de

fraccion realice las operaciones del numerador y denominador por separado.

2. Operaciones aritméticas: Si no se presentan simbolos de agrupamiento, se realizaran primero las
multiplicaciones y divisiones, en el orden en que estas aparezcan, seguidas por cualquier adicion y

sustraccion restante, también en el orden que aparezcan.

Ejemplo 1:

Considere la expresion 5-10+ 2. En virtud de la convencion en el orden de las operaciones, la

multiplicacion se hace primero, seguida por la adicion:
5-10+2=50+2=52

Por otro lado, considere la expresion 5-(10+2). Aqui, los paréntesis indican que la adicién debe

hacerse primero, seguida por la multiplicacion.

Entonces, 5-(10+2)=5-12=60
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Claramente, 5-10+2#5-(10+2).

Ejemplo 2:

[(~6+12):6]-(-1)- (- 21-3)-8]-(-10)}: (- 6) =
=[6:6)(-1){[- 24.8)(-10)}: (-6) =

= (-1){-192(-10)}:(-6) =

=(~1).1920:(-6)
=(~1920):(-6) =320

Ejemplo 3:

1 5 1
5 .~ 4_5 4.3 (1) 77
83,2773 18"3 13°(3) 39
2 3 214 6 4

POTENCIACION

Definicion de potencia de exponente natural

Una potencia es un simbolo que expresa una multiplicacién en la que todos los factores son iguales.

Por ejemplo considere el producto 3.3.3.3, este producto puede escribirse en forma exponencial como

3%, a 3selellamabase y a 4 exponente.

En general, para cualquier nimero real a y cualquier N € N , el simbolo a" representa el producto de

N factores, cada uno de ellos igual a a.

n—exponente

aaa.aa= a
—_——— [

n factores base

I2 I

El simbolo a" se lee: “la n-ésima potencia de a”, “a (elevada) a la n-ésima potencia” o simplemente

‘aalan”.

Si el exponente N es 1, usualmente se omite, asi a' se escribe: a.
Ejemplos:
2
3 3
a|—-| =—=.
2 2

b) (-5)* =(~5)(-5)=+25
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c) 2°=222=8

SRCIIEE

De la definicion y de los ejemplos presentados, observamos que:

i) Si el exponente es par y la base de la potencia es positiva o negativa entonces el resultado conserva

es positivo.

ii) Si el exponente es impar y la base de la potencia es positiva 0 negativa entonces el resultado
conserva el signo de la base.

Potencia de exponente entero

Extenderemos todas las consideraciones anteriores para el caso en que el exponente sea cero o entero

negativo. Esta extension debe preservar la propiedad.

m+n

Vimos que a".a" =a

° Si suponemos que la propiedad anterior es cierta cuando m o n es cero, entonces es correcto

escribir:

al multiplicar por a’ no cambia el valor de a" . Asi que a° debe ser igual a 1. Luego
a’®=1 siaz0

Requerimos que a # 0 para evitar la expresién indefinida 0°.
Es decir, toda potencia de exponente cero y base distinta de cero es igual auno.
° Si suponemos que M =-—N, entonces

—n+n 0

a"a"=a""=a =1
Puesto que el producto @™ " y a" es uno, estos nimeros deben ser reciprocos uno del otro.

Por lo tanto tenemos
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Requerimos que a # 0 para evitar la expresion indefinida 6 .

Es decir, toda potencia de exponente negativo se puede escribir como potencia de exponente

positivo, invirtiendo la base de la potencia dada.

Cuando en una fraccidbn aparecen potencias, éstas se pueden colocar en el numerador o en el

denominador cambiando el signo del exponente.

Ejemplos:
34 525* 5°5%* 57,
a) 37=3“.32=36 b) 515,3=5152=5—3—5

Potencia de exponente racional
Se amplia la definicién de potencia para el caso de exponente racional.

Para cualquier nimero real no negativo y para My N enteros positivos se cumple:

) am =%a" i) a_m:(ljm: ! siaz0
a man

En el caso que el radicando sea negativo, solo existe a™ si M es impar.

Ejemplos:
1
2) 0125° =3/0125 =05
3
b) 16% = 4/16° = (4/16) =2° =8
1
o 4% 4t 4G22

d)(—64)‘§: t .1

JCeay ([ eaf (-4r 16

Propiedades de la potenciacion

1. Producto de potencias de igual base: El producto de potencia de igual base es otra potencia cuya
base es la mismay cuyo exponente es la suma de los exponentes dados. Es decir,sia € R y m,neR

, entonces:
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m n

Reciprocamente, si aeR y mneR:a™ =a"a

Ejemplo: 5°.5% =5%* =5/

2. Cociente de potencias de igual base: El cociente de potencias de igual base (no nula) es otra potencia
cuya base es la misma y cuyo exponente es la diferencia de los exponentes dados. Es decir, si

aeR;a#0; m,neR, m>n entonces:

_: _ g™
Reciprocamente, si aeR; a=0y mneR,m>n: a™" :ﬁ
Ejemplo:

i_z — 985 _ 93

3. Potencia de potencia: La potencia de potencia es otra potencia cuya base es la misma y cuyo

exponente es el producto de los exponentes dados. Es decir, sia€ R y m,neR, entonces

(am)” — g™

n
Reciprocamente, si aeR; y mneR:a™ =(am)

4
Ejemplo: (23) =2% =2%
4. La potenciade un producto: la potencia de un producto es igual al producto de las potencias de cada

uno de los factores. Es decir, si a,b € R;n € N, entonces

(a-b)"=a"-b"

Reciprocamente, si a,beR yneR:a"b" = (a.b)”

5. La potencia de un cociente: La potencia de un cociente (con denominador no nulo) es igual a la

potencia del numerador dividida por la potencia del denominador. Es decir, si a,b e R;b#0;ne N,

entonces
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n n
a a
Reciprocamente, si a,beR ;b0 yneR: b_”:(_J

n
Nota: La potenciacion no es distributiva respecto a la sumay a laresta. (aib) #za"+b"

NOTACION CIENTIFICA

Usamos la notacion cientifica para expresar nimeros muy grandes o muy pequefios, lo cual

nos permite captar el tamafio de un nimero.

Para escribir un niimero en notacién cientifica, lo expresamos como el producto de una potencia de 10

por un nimero que tiene un valor absoluto mayor o igual que 1 y menor que 10, es decir:
c.10"

en donde n es un entero y ¢ un namero real tal que 1< ¢ <10.

Ejemplos:

a) La luz recorre aproximadamente 300000 km. por segundo. En notacién cientifica lo expresamos

asf: 3. 10°km por segundo.

b) En un afio recorre aproximadamente 9460000000000 km o 9,46.10'2 km; a esta distancia la

llamamos afio luz.

c) Los atomos tienen un nicleo con electrones que giran a su alrededor. En el nacleo de los atomos

existen protones y neutrones.

Los protones y los neutrones tienen cerca de 0,000000000000001 m de ancho y una masa de
aproximadamente 0,0000000000000000000000000017 kg.

En notacion cientifica, estas dos medidas las escribimos asi: 10°my 1,7. 10%" kg.

Por lo tanto cuando un niimero se multiplica por una potencia de 10 de exponente positivo
se mueve la coma hacia la derecha tantos lugares como indique el exponente.

Si por el contrario el exponente de la potencia de 10 es negativo, se mueve la coma hacia

la izquierda.

RADICACION

Dado un nimero real @ y un entero positivo N, se llama raiz n-ésima de a a otro nimero real b tal que

b elevado a n es igual a a. Es decir,

Va,beR, VneN; Ya=bobh"=a
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En Q/a n es el indice, a es el radicando y \/_ es el signo radical.

Cuando el indice n es par, un nUmero positivo a tendr& dos raices n-ésimas reales, una positiva y otra
. . . P . . . . Za: . 2
negativa. La raiz positiva es llamada raiz principal o raiz aritmética. Por ejemplo, puesto que 5 = 25

y (— 5) =25. Pero 5, que es la raiz positiva, es llamada raiz principal de 25. Asi, cuando n es par, el
simbolo Q/_ denota la raiz n-ésima principal (positiva).
Cuando el indice n es impar, un nimero real tiene Gnicamente una raiz n-ésima real. Por ejemplo

3/-1000 =10 porque —10 es el (Gnico) numero real ya que (- 10)3 =-1000 elevado a la tercera

potencia es —1000.

Numero y naturaleza de las raices N-ésimas reales de b

Para b>0 b<0 b=0

Una raiz positiva
N par y Ninguna raiz real Una raiz real, igual 0

Una raiz negativa

. - Una raiz negativa Una raiz real, igual 0
N impar Una raiz positiva

Vb, se llama radical y se lee, “la raiz n-ésima principal de b” o, simplemente, “la raiz n-ésima de b” y

designa:

1. La raiz n-ésima no negativa de b sin es pary b>0. En este caso —% representa la raiz n-

ésima negativa de b, si b # 0.
Ejemplos: V36 = 6, -4/81=-3, 4o=0

2. Laraiz n-ésima real Gnica de b si n es impar.

Ejemplos: §/-125 = -5, i/ﬁ =2

Sin es pary b<0, no se le asigna ningan significado al simbolo Q/B en el sistema de los nimeros

. 6 . .. . -
reales. Por ejemplo, 3/ —64 no esta definida en el sistema de los nimeros reales.

n
Nota: cuando Q/E es un numero real, su definicion implica que (Q/B) =D. ¢ Podemos simplificar
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8/b" 2 Si n es un entero positivo impar, ¥b" = b por ejemplo, ¥2° =2y 3\/(— 4)3 =—4 . Pero,
si N es un entero positivo par, Yb" = |b| , porque los radicales con indice par designan nimeros

no negativos; por ejemplo ‘{/2_4 =2y 41/(— 2)4 = |— 2| =2.

Propiedades de la radicacion

Va,beR; ¥Ym,n eN y con la condicién de que si My N son nimeros pares entonces a>0 y b>0

 valen las siguientes propiedades:
1) Ya-b=a-tb

2) Ya:b=%a:b

3 VYa"=Wa™ | pen

2 Yam ="Ya™ | pen, p=0
5) YWa ="Ya

La propiedad 3) se utiliza para reducir radicales a minimo comaun indice, y la 4) para simplificar

radicales.
Yatb #%a+¥b

Simplificacion de radicales

Se aplica la propiedad 4)

Ejemplo: Ya® = \/E; se dividio indice y exponente por 3 (a > 0)

Extraccion de factores

Se extraen aquellos factores cuyo exponente es mayor o igual que el indice, siendo el exponente fuera
del radical, el cociente entero de dividir su exponente por el indice y dentro del radical queda el factor

con un exponente igual al resto de ese cociente.

Ejemplo:
Ya’bc® =a’cd/bc’
Operaciones con radicales

Estudiaremos las operaciones basicas: suma, resta, multiplicacién y divisién de radicales.
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Radicales semejantes: son aquellos radicales que tienen el mismo indice e igual radicando,

pudiendo tener diferentes los coeficientes.
Ejemplos:
R2 ., W2

Suma algebraica de radicales semejantes: La suma algebraica de radicales semejantes es otro

radical semejante a los dados cuyo coeficiente es la suma algebraica de los coeficientes de los mismos.

Ejemplos:

a) 24/% +64/x +3vx = (2+6+3Wx =11/x
) 30525 -(3- 2|5 =15
4 4

4 2

) %\/E+\/7_=%\/22-3+\/52- :%-2\/§+5\/§:6\/§
) VB-22+3V18 =2 22 +3/23 = 2V2-2V2 332 -

=242 J’+9J’ (2—Z+9}/§_41\/_

Multiplicacion de radicales: La multiplicacién de radicales de igual indice es otro radical del mismo
indice que el de los factores, cuyo coeficiente es el producto de los coeficientes de los radicales dados

y cuyo radicando, el producto de los radicandos. Si son de indice diferente, se reducen a indice coman.

Ejemplos:

De igual indice:

a) 2-/8-5J2=10416 =40

0) (5-2)3+5)=3V5+5-6-215=+5-1
De distinto indice:

o) Y2a” -5Va =8/2%a* -58/a° =58/4a” =5a%/4a

Division de radicales: La division de radicales de igual indice, es otro radical del mismo indice, cuyo
coeficiente es el cociente del coeficiente del dividendo por el divisor, y cuyo radicando es el cociente

de los radicandos. Si tienen distinto indice se reducen previamente a indice comun.

LICENCIATURA EN NUTRICION



Material para el ingreso a la Universidad. | 202 ()
Area Matematica

Ejemplos:
. . 2 2 4
De igual indice: 248 :52 = gw/8; = EJ_ = :

De distinto indice: /2a? :5+a =%/2%a* :58/a° = %6\/22 = %6\/22 = %6\/4a

RACIONALIZACION DE DENOMINADORES

Consiste en eliminar las raices que puedan aparecer en el denominador. Se presentan las siguientes

situaciones:

e Que el denominador sea una raiz cuadrada: en este caso se multiplica numerador y

denominador por la misma raiz.

Ejemplo: i:_S\/E :ﬂ
B 2 V22 2

e Que el denominador no sea una raiz cuadrada: en este caso se multiplica numerador y
denominador por una raiz del mismo indice que la del denominador, pero con un radicando elevado

a un exponente que sea la diferencia entre el indice y el exponente.

5 _ 522 54
V2 32327 2

Ejemplo:

e Que el denominador sea un binomio con raices cuadradas: en este caso se multiplica

numerador y denominador por el conjugado del denominador.

Ejemplo:
2 ___2(5+V¥3) 10423 _10+2y3 10 2y3_5 3
5-43 (5-+3).6++3) 25-3 22 22 22 11 11
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ACTIVIDADES

o Actividad 1: Clasificar los siguientes nimeros en ndmero racional (Q) o ndmero irracional (I).

(Marcar con una X)

—4 7 _ 17 0,95 3,14

~N| o

Q
|

e Actividad 2: Enunciar la propiedad de los numeros reales que justifique cada enunciado:
a) 24+3=3+2

b) 4+(2+3)=(4+2)+3 e,

c)6+0=6

R —
3

e) 3-(4+5)=3-4+3-5
« Actividad 3: Evaluar las siguientes expresiones si X = 0,3, y=05yz=-8.

a) —(-z) b) —[x+(-y)]

. Xz + (- 2)

—— d) {(x+y)z]+x}+yz

o Actividad 4: Simplificar las expresiones, usando propiedades de la potenciaciéon y la radicacién.

-1 26 . 271 0 2771
a) 3—4 = b) 3 = C) ﬂ — d) - —
3 2 2 3
o (°5f= 0 20-27+2= g2l h /2535 =
7

o Actividad 5: Determinar si las siguientes afirmaciones son Verdaderas o Falsas
(x>0,peZ,qe2):

a) x°=0 by x°=1 ¢ X=X d x'=1
e) B/xd — x P/ f) (Xp)qzqu g) XxP.x9=xP . X—p:Xp/q
Xq
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4+ ) V2+5=42+v5 K J2a=+24a ) 0°=0

i) 4b2 — 4(a—b)(a+b)

e Actividad 6: Resolver las siguientes operaciones
a) (21:3+2):3-[4-(3-9)]=

b)—2+§:§—§+ﬁ.£:
3 9 3 12 25

7 9 18 20 3 3
C) ——| —+—:— |+|=-1|==
6 \10 21 14 5 2

d) (§— j:0,§—0,4-(§—1j+1=
5 4 5

e Actividad 7: Expresar los siguientes nimeros en notacion cientifica

a) 325000000 b) 0,022
c) 0,102 d) 0,0000085
€)0,0005 f) 10000000
g) 0,0000001 h) 648,16

l) 65.10* j) 0,18.10°2

e Actividad 8: Resolver los siguientes ejercicios usando notacion cientifica.

a) 800000.40000 b) 0,000006 : 2000
0 55-10*-0,0012 d) 0,00025-37-10*
0,000003 740-10°°

e Actividad 9: Simplificar los siguientes radicales
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14
a)/27x°p° b)8 643

c

e Actividad 10: Extraer factores del signo radical

a) 3/X5y3 b) 4/4?8)(9y524

e Actividad 11: Indicar V o F. Justificar introduciendo factores

a) 3/128ab® =4b%/2a oo

4
b)Ju:lxe’\/E ....................
27 3 3
1/ x*z%a® =2x%a 1/ ....................

0 Ya*-b* =(a-bRa-b ...

e Actividad 12: Efectuar las siguientes operaciones

a) V18 ++/8 -6 b)%/?+2§/¥—%%/a?

o) Vv2° 2 d) \/E—\/%

e Actividad 13: Racionalizar denominadores, haciendo las salvedades correspondientes.
3
J8
C) a 4
2b? 3\/

2
P f -
) 2-3 )—1+J§

1+\/§ h)\/§+\/§
Vo2 32

e Actividad 14: Realizar las siguientes operaciones (Sugerencia: escribir como potencias de

b)

3
a)ﬁ

exponente racional y resolver)
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Moédulo 2

RELACIONES Y FUNCIONES

“Esa flor del pensamiento matematico moderno:

el concepto de funcion”
THOMAS J. McCORMACK

INTRODUCCION

Las funciones desempefian en la actualidad un papel fundamental en las Aplicaciones de la
Matematica a otras ciencias.

El término “funcién” (del latin functio, acto por realizar) lo utilizé por primera vez Gottfried Leibniz
en 1694, referido a curvas. Un siglo mas tarde, Leonhard Euler veia una funcién como una
expresion formada con constantes y variables. Fue él quien puso de moda el simbolo f(X),

introducido por Alexis Clairaut en 1734. La definicion hoy aceptada la incorporé Gustav Dirichlet a
mediados del siglo XIX.

OBJETIVOS

o Definir y clasificar funciones.
¢ Identificar y graficar una funcion lineal considerando los casos particulares.
e Identificar y graficar una funcién de 2° grado teniendo en cuenta sus elementos.
e Resolver ecuaciones de 1°y 2° grado.
e Resolver sistemas de dos ecuaciones de 1° grado con dos incognitas.
e Plantear y resolver situaciones problematicas.

CONTENIDOS

1. Producto cartesiano, relaciones y funciones.

2. Funcién de primer grado.

3. Ecuaciones de primer grado con una incégnita.

4. Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas.
5. Funcién de segundo grado.

6. Ecuaciones de segundo grado con una incégnita.
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1. Producto Cartesiano. Relaciones y funciones

Par ordenado

Se denomina par ordenado (a, b) a una lista de dos objetos, dados en un cierto orden, en

donde A es un elemento de un conjunto Ay b es un elemento de un conjunto B.

a,b)

N

Primera componente Segunda componente

Por otra parte, dos pares ordenados son iguales si y solo si son iguales sus componentes

respectivas. En simbolos:
(a,b)=(c,d) < a=cab=d

De igual modo a como se representan los nimeros reales en la recta numérica, los pares
ordenados pueden ser representados en el plano, mediante un sistema de ejes coordenados
cartesianos. A cada par ordenado (a, b), le corresponde un punto P en el plano cartesiano
tal que la primera componente del par es representada en el eje X (eje de las abscisas) y la
segunda componente se representa en el eje Y (eje de las ordenadas). Reciprocamente a

cada punto P del plano le corresponde un par ordenado.

y
b|------- ‘,P:(a,b)
@) a X "

Producto cartesiano
Dados dos conjuntos Ay B no vacios, se define el producto cartesiano Ax B como el conjunto
de todos los pares ordenados cuya primera componente es un elemento de A y la segunda

componente es un elemento de B.
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AxB:{(a,b)/aeA A beB}

Ejemplo:
Dados A={123} y B={m,n}

AxB={Lm)xn),(2,m),(2,n),(3 m)(3n)}

Bx A={mz1),(m,2),(m,3),(n1),(n2),(n,3)}
Se puede observar que AxB = BxA.

Consideremos ahoralos conjuntos A= {2,3} yB= {5,6,7}. El producto cartesiano Ax B
donde AxB = {(2,5), (2,6), (2,7), (3,5), (3,6), (3,7)}puede ser representado mediante:

TABLAS
B
5 6 7
A
27
2 (25) | (2,6) @7)
3 (35) (36) (37)
DIAGRAMAS DE VENN SISTEMAS DE EJES CARTESIANOS
B A
7ro-e-e
ot
St-o-e
(0] 23 A ]

RELACIONES

Como ya se dijo, el producto cartesiano proporciona todas las posibles combinaciones que
existen entre los elementos de dos conjuntos, sin embargo, de todas ellas sélo pueden llegar
a interesar algunas.
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Ejemplo:

siA={23} y B={567}
¢,Cuales son los pares ordenados que satisfacen: “...es divisor de ...”?

Ax B provee todas las posibles elecciones, pero s6lo un subconjunto de ellas da la relacion

correcta.

Asi:

Se llama relacion de A en B a todo subconjunto R del producto cartesiano Ax B

RcAxB

v El conjunto A se llama conjunto de partida y el conjunto B se llama conjunto de
llegada de la relacién.

v Si (a,b)e R se dice que @ estarelacionado con b ; o bien b es imagen de a por R,
oque a eslapreimagen de b por R .

Ejemplo:

Dados los conjuntos: A= {2,3}, B= {5,6,7} y la relacién R: “...es divisor de...”, se tiene
que
R=1{26),(36)c AxB
Dominio:
Se llama dominio, D(R), de una relacién de A en B al subconjunto de A formado por las

primeras componentes de los pares ordenados que pertenecen a la relacién.

En el ejemplo dado precedentemente, se tiene que: D(R) = {2,3}

Imagen:
Se llama imagen, I(R), de una relacion de A en B al subconjunto de B formado por las

segundas componentes de los pares ordenados que pertenecen a la relacion.

En el ejemplo anterior, se tiene que: I(R) = {6}
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Relaciéon Inversa

.z . s -1
Sea una relacion R de A en B, se denomina relacién inversa R~ de B en A, a la que resulta de

invertir los pares ordenados que satisfacen la relacion R.

En simbolos:

R™={b,a)eBxA /(a,b)eR}
En el ejemplo tratado anteriormente, la relacion inversa de R, esti dada por:

R™={6,2)(63)}cBxA

y corresponde a la relacién: “...es multiplo de...”

FUNCION

Las funciones son casos particulares de las relaciones. El concepto de funcion es esencial en la
formulacion matematica de las leyes de la naturaleza, estableciéndose una relacion cuantitativa

entre las diferentes variables que intervienen en el fenémeno.

Definicién

Una funcion f de AenB (f A B) es una relacién que cumple:

1. Eldominiode f esA.
2. Acadaelemento X € A le corresponde un Unico elemento Yy € B que se denota

por y = f(x).
A “X” se la llama variable independiente y a “y” variable dependiente.

Al igual que las relaciones, una funcién puede representarse mediante tablas, diagramas de Venn,

en el plano cartesiano, mediante una férmula o coloquialmente.

2. FUNCION DE PRIMER GRADO. ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA

INCOGNITA.

Funcién de primer grado

Toda funcion de primer grado en la variable X esta dada por:

f(x)=mx+b
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Las funciones de primer grado tienen las siguientes particularidades:

e Su presentacion gréafica en el plano es una recta.
e El dominio es el conjunto de los niumeros reales.
¢ Laimagen es el conjunto de los nimeros reales.

e Laigualdad Yy =mx+b se llama ecuacion explicita de la recta.

¢ La constante M recibe el nombre de pendiente o pardmetro de direccion y
corresponde al valor de la tangente del angulo & (medido en sentido antihorario)

que la recta forma con la direccion positiva del eje x. En simbolos: m =tg«

A

y y=mx+b

j(l

e Laconstante b recibe el nombre de ordenada al origen o parametro de
posicion. Geométricamente representa la interseccion de la recta con el gje y.

4
y

\b y =mx+b

0] X

. b : : :
e Elcerode lafuncién es X = —— , geométricamente representa la interseccion de la
m

recta con el eje x.

y=mx+Db

v
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Célculo de la pendiente

Consideremos la recta que pasa por los puntos A= (xl, yl) y B= (xz, yz). El cociente

entre la diferencia de ordenadas y la diferencia de abscisas de dichos puntos es la

pendiente de la recta, es un valor que permanece constante. De acuerdo a los siguientes

graficos:
m= Y= Y1
Xy =X
Y E
¥ ¥
-~ L0
La pendiente es positiva, la funcion La pendiente es negativa, la funcion
crece porgue ¥, — ¥ COMO X, — X decrece porgue ¥, — ¥ BS UNnUmero
50N numeras positivos. negativo v x, — X, Un nomero positivo

Casos especiales:
e Sim=0yb=0,laecuacion de la recta resulta: y = MX y representa una

recta que pasa por el origen del sistema de coordenadas.

y r y=mx
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e Sim=0yb=0, laecuacion de la recta resulta: Yy =b y representa una

recta paralela al eje x. La funcidn definida por dicha ecuacion se llama funcion

constante.

e Sim=0yb=0,laecuacion de la recta resulta: y =0, su gréfica es el

eje x. La funcién definida por dicha ecuacion se llama funcién nula.
e Elconjunto de puntos L = {(X, y) eR?*/x= C} tiene por representacion
gréfica en el plano real a una recta paralela al eje y para C#= 0 y al eje y

cuando € =0. Observemos que L no es una funcion.

v

Ecuacion de larectadado un punto y la pendiente

Dado un punto Py = (XO, yo) y un numero real M, la ecuacion de la recta de pendiente M y

que contiene al punto P, es:

Rectas paralelas

Las rectas R, de ecuacion y =m x+b, y R, de ecuacion y =m,x+b, son

paralelas si y solo si sus pendientes son iguales, en simbolos:

RJIR, © m, =m,
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Rectas perpendiculares

Las rectas R, de ecuacion y =m,x+b, y R, de ecuacion y =m,x+b, son

perpendiculares si y solo la pendiente de una es la reciproca negativa de la otra,

en simbolos:

RlLch:>m1=—i
m

Ecuaciones de primer grado con una incoégnita

Sea la funcion de primer grado definida por
f(x)=ax+Db @
tomando f(X) =0, la expresion anterior se escribe:
ax+b=0 2)

denominada ecuacion de primer grado en la variable X.

Por lo tanto, resolver una ecuacion del tipo (2) implica hallar los ceros o raices de f(X) =ax+Db

, que al ser de primer grado admite sélo un cero o raiz, es decir sélo un valor de X satisface la

ecuacion.

Por otra parte, como ya se vio, la gréfica de (1) es una rectay por lo tanto, resolver la ecuacion

(2) geométricamente significa, determinar la abscisa del punto de interseccion de dicha recta con

el eje x.

Ejemplo:

Resolver la ecuacion 3X+2=0 (n
Sumando — 2 a ambos miembros y aplicando la asociatividad de la suma:
x+[2+(-2)]=0+(-2)

por la propiedad del neutro aditivo

3X=-2 (1)

1
Multiplicando por § a ambos miembros y aplicando la asociatividad del producto:

(1.3jx 12

3 3
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y por la propiedad del inverso y el neutro para el producto se obtiene:

2
x=-3 (1)

gue es la Unica solucion de la ecuacién dada.

En la practica se sintetiza el procedimiento efectuando los pasos marcados por (1), (11)y (11).

Ecuaciones equivalentes

Dos 0 mas ecuaciones son equivalentes cuando admiten el mismo conjunto solucion.
Esta definicion es importante en la practica ya que una ecuacién complicada de resolver se puede
llevar a otra equivalente de resolucion mas sencilla, empleando las siguientes propiedades de las
ecuaciones equivalentes:
e Si se suma en ambos miembros de una ecuacién un mismo término, se
obtiene otra ecuacion equivalente a la dada.
e Sise suma en ambos miembros de una ecuacion un mismo nimero distinto

de cero, se obtiene otra ecuacion equivalente a la dada.

3. SISTEMAS DE DOS ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

Una ecuacioén lineal con dos incégnitas es una ecuacién de la forma:

ax+by+c=0 cona#0yb=0.

Resolver una ecuacion lineal (de primer grado con dos incégnitas), significa hallar los pares

ordenados (X, Y) que satisfacen la igualdad ax +by +c =0.

Se observa ademas, que la expresion ax +by + ¢ =0 corresponde a la ecuacion de una recta en

el plano, tal que cada uno de sus puntos verifica la igualdad y por lo tanto es solucién de la ecuacién

dada, por lo que ésta tiene infinitas soluciones.
Ejemplo:

La ecuacion 2X + Yy = 3 tiene por conjunto solucién a: S = {(0,3), (1,1), (2,—1),...}

Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas

Si se consideran simultdneamente dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas se tiene lo que se

denomina un sistema y se denota:
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aXx+by+c, =0

a,Xx+b,y+c, =0
El conjunto soluciéon S del sistema esta formado por el par o los pares ordenados (x, y), sies que
existen, que satisfacen ambas ecuaciones.

Si S = el sistema se dice que es incompatible (no admite solucion)

determinado cuando admite

una Unica solucion.
Si S #J el sistema se dice que es compatible

indeterminado cuando admite

infinitas soluciones.

Interpretacién geométrica

. ax+by+c, =0
Sea el sistema
a,x+b,y+c, =0
Como ya se dijo, cada una de las ecuaciones que componen el sistema corresponde a la ecuacion
de una recta en el plano, de modo que resolver un sistema de este tipo equivale a determinar el o
los puntos de interseccion, si es que existen, de tales rectas.
Dos rectas del plano pueden:
e Intersecarse en un punto, en cuyo caso el sistema tiene solucién Gnica
que son las coordenadas de dicho punto. (Sistema compatible
determinado)

¥
F1
P
Faf---; :
o ?llg R—2 x=

e Ser coincidentes, en cuyo caso el sistema tiene infinitas soluciones que
son las coordenadas de los infinitos puntos de la recta. (Sistema

compatible indeterminado)

Fa zRs
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e Ser paralelas (no coincidentes), en cuyo caso el sistema no tiene
solucién. (Sistema incompatible)

&

¥ Ej|[Rz

w
— &

Los métodos pararesolver sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas

son:
A) Método de sustitucion.
B) Método de igualacién.
C) Método de reducciéon por sumas o restas.
D) Método de determinantes o de Crammer.

F) Método grafico.

A) Método de sustitucion

El método de sustitucién consiste en despejar una de las incognitas en una de las ecuaciones y
sustituir su expresion en la otra, la cual se transformara en una ecuacion con una incognita. Una

vez conocido el valor de dicha incognita se obtiene, de inmediato, el valor de la otra.
Ejemplo:

Resolver el sistema

2x -5y =16
4x+y =10

1. Despejar una de las variables de una de las ecuaciones. Conviene despejar y de la segunda

ecuacion:
y =10 -4x 0)
2. Sustituir su valor en la primera ecuacion:
2x - 5.(10 — 4x) = 16
3. Resolver la ecuacion resultante

2x—50 + 20x = 16
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22X = 66 entonces X = @ =3
22

4. Sustituir el valor de X en (1)
y=10-4x=10-4-3=10-12=-2

Luego S = {(3,—2)}

B) Método de igualacion

El método de igualacion consiste en despejar la misma incognita en las dos ecuaciones e igualar
sus expresiones, obteniendo asi una ecuacién con una incégnita. Una vez resuelta se obtiene el

valor de la otra incognita.

Para resolver por el método de igualacion el sistema de ecuaciones dado anteriormente se
procede de la siguiente manera:

1. Despejar una de las variables en las dos ecuaciones, en este caso elegimos X:

10—y
(1) X__7r_(m

X:16+5y
2

2. lgualar las dos ecuaciones m=an

16+5y 10—y
2 4

Observar que queda una ecuacién de primer grado con una incégnita

3. Resolver la ecuacién resultante:

4(16 +5y)=2(10-y)
64+ 20y =20-2y
20y +2y =20—-64

22y =44
y=-2

4. Reemplazar el valor de y en la ecuacion (1) o en la (l1):

. 16+5y _16+5(-2)
2 2

=3

Luego S = {(3,—2)}
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C) Método de reduccidn por sumas o restas.

El método de reduccion por sumas o restas para resolver un sistema de dos ecuaciones de primer

grado con dos incégnitas se emplea de la siguiente manera:
e Se suman o restan las dos ecuaciones con el objeto de eliminar una de las variables.

e A veces es necesario multiplicar las ecuaciones dadas originalmente por una constante
antes de que sea posible eliminar una de las variables mediante la suma o la resta de las

ecuaciones.

Ejemplo:

Resolver por reduccién el sistema:

2x -5y =16
4x+y =10

1. Multiplicar los dos miembros de la primera ecuacion por 2 con el fin de que el coeficiente de x

sea el mismo en ambas ecuaciones:

4x —-10y =32
4x+y =10

2. Restar miembro a miembro ambas ecuaciones, obteniendo asi:
-11y = 22

3. Despejar y:

22
= ——entoncesy = -2
y 11 y

4. Sustituir el valor de y en una de las ecuaciones iniciales:

2x—5(-2) = 16

2x+10 =16
2X =6
X =3

Luego S ={(3-2)}

D) Método de Determinantes o de Crammer.

Dado el sistema:
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ax+by=c
a,Xx+b,y=c,

Se consideran los siguientes determinantes:

a, b
a, b,

A= =ab,-ab, , A, =

X

Si ocurre que:

e A =0, elsistema es compatible determinado y la Gnica solucion esta dada por:

x="Xy y=Xy luego S ={(x,y)}
e A=0AA =0An Ay =0, el sistema es compatible indeterminado.

e A=0n (AX #0VA, # 0) , el sistema es incompatible.

Ejemplo 1:
_ . 2x -5y =16 _
Dado el sistema de ecuaciones , Se calcula el determinante.
4x+ y =10

A= ‘4 _1 ‘ =2+20=22+0 luego el sistema es compatible determinado.

Por otra parte:

16 -5 2 16
A, = =16+50 =66 A, = =20-64=-44
10 Y 14 10
A, 66 A, 44
Por lo tanto: X=—2=—=3 y=—=——=—
A 22 A 22
Luego el conjunto solucién del sistema dado es: S = {(3,-2)}
Ejemplo 2:
. Xx—3y=2 .
Dado el sistema , Se tiene que:
2x—-6y=0
1 -3 2 -3
A= =—-6+6=0 y A, = =-12+0=-12%0
2 -6 0 -6

Por lo que el sistema es incompatible y por lo tanto el conjunto solucién es S =< .
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X+2y=4
Dado el sist d i , se i :
ado el sistema de ecuaciones 3X n 6y _ 12 se tiene que
1 2 4 2 1 4
A= =6-6=0, A, = =24-24=0 y A = =12-12=0
3 6 12 6 3 12

Por lo que el sistema es compatible indeterminado.

Observemos, en este Ultimo ejemplo, que la segunda ecuacion se obtiene de la primera
multiplicandola miembro a miembro por 3, por lo que resultan ecuaciones equivalentes y por lo

tanto tienen el mismo conjunto solucién:
S={xy)eR?/x+2y=4]

O bien expresando a Y en funcion de X:
, 1
SzﬁxyﬁzR/y=—§x+2}

E) Método Gréfico

La representacion grafica de un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas
determina un par de rectas. Si éstas se cortan, el sistema es compatible determinado; si las
rectas son paralelas, el sistema es incompatible y si las rectas son coincidentes, el sistema

es compatible indeterminado.

Ejemplo:

3x+2y=10

Sea el sistema de ecuaciones
2X+Yy=5

Para hallar la solucién por el método grafico se procede de la siguiente manera:

1. Despejar y de ambas ecuaciones:

3X+2y=10 —> y:—gx+5
2X+y =5 —> y=-2Xx+5
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2. Representar las rectas asociadas a dichas ecuaciones.

A

y

N\

Enestecaso S = {(0,5)}.

4. FUNCION DE SEGUNDO GRADO. ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON

UNA INCOGNITA.

En muchas acciones que se realizan en la vida diaria, aparecen curvas. De ellas nos interesan
aquellas que describen, por ejemplo, la trayectoria que sigue la pelota cuando se juega al voleibol
y a la cual se la denomina parabola.

La funcién que tiene por grafica a dicha curva se llama funcidn cuadratica.

Funcién Cuadratica

Toda funcion de segundo grado o cuadratica en la variable X puede expresarse por:
f(x)=ax® +bx+c

donde a,b y C son nimeros reales, con a # 0

Las funciones cuadraticas tienen las siguientes particularidades:
= Surepresentacion grafica en el plano real es una parabola.
= El dominio es el conjunto de los nimeros reales, salvo que se indique lo contrario.
= Laimagen es un subconjunto de los nimeros reales y depende de los valores de a,b y

C

®= laigualdad Y = ax? +bx +C es la ecuacion de la parabola, en donde:
a es el coeficiente del término cuadratico

b es el coeficiente del término lineal
C se denomina término independiente
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® Laecuacién de la parabola Y = ax? +bx+c puede escribirse (empleando técnicas
algebraicas) como Yy = a(x =X, )2 + Y, llamada forma candnica (donde X, € Y, son
las coordenadas del vértice).

= lLa ecuacibn de la parabola Y= ax> +bx+c puede escribirse  como

y= a(x—xl).(x—xz)llamada forma factorizada (donde X, y X, son las raices de la

ecuacion ax’+bx+c =0).

Nota: Para expresar la ecuacion de la pardbola en sus distintas formas, es importante tener

presente el siguiente esquema.

y=ax®+bx+c

Forma Polinémica o General

Se desarrolla el cuadrado ;
) ] Se hallan las raices.
del binomio.
Se hallan las Se aplica propiedad

coordenadas del vértice. distributiva.

Forma Canénica Forma Factorizada

y=a(x—x,) +v, y=a(x—x )(x—=x,)

¢, Cémo graficar una parédbola?

v" Una manera de graficar la funcién cuadratica es haciendo uso de una tabla de valores como

lo muestra el siguiente ejemplo: Y = x? -4

TERCER PASO

Unir los puntos con una

PRIMER PASO SEGUNDO PASO

Hacer unatabla de valores Representar los puntos i _
linea continua
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X y
y
3 y
i) !‘ 5
-2 s o
3t 3t
-1 -3 2t N
11 1
0 -4 A3 of 5 X v ol 34 X
1 -3 2t ot
2 -49 :J
-5
3 5 : T

v/ Otra manera de graficar la funcién cuadratica es teniendo en cuenta sus elementos:

La parabola definida por la ecuacion:

y=ax’ +bx+C o por y=a(x-x,) +vy,
€S una curva que presenta las siguientes caracteristicas generales:
e Posee un eje de simetria, paralelo o coincidente con el eje "y", de ecuacion:
X=—£ obien X=X,
2a
e Un punto especial llamado vértice, que es el punto de interseccion de la pardbola con el eje
de simetria. Ademas, es el punto donde la parabola alcanza el valor maximo o minimo,
(recordar que: se llama minimo de una funcién al menor nimero que tiene su imagen y se
llama méaximo de una funcién al mayor nUmero que tiene su imagen).
Las coordenadas del vértice estan dadas por:

Vs Ee g2 simetria

2
Vz[—_b,c_b_] 0 bien V=(x,y,) ' ;

=57
e Laconcavidad depende de a:

Si a > 0, la concavidad es hacia arriba.

Si a< 0, la concavidad es hacia abajo.

e lLaordenada al origen:
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La coordenada en “x” es igual a cero (X = O); esto hace que, al sustituir X=0 enla

ecuacion Yy =ax” +bx +C, se obtenga y =a.0° +b.0+c=y=c

Con lo cual la interseccion de la parabola con el eje

y”, es el punto (O, C).

Funcion cuadraticade laforma y=ax’> (b=0 A c¢=0)

Cuando a>0
Ejemplos:
a) y=4x°

b) Yy = 2X°

2

0y =2
2

En la grafica de dichas funciones se
observa que las ramas de la parabola se
abren hacia arriba.

El minimo de las funciones es el cero.
Las ramas de la parabola se acercan al eje

"y" cuanto mayor es el valor absoluto de

"a".
Cuando a<0
Ejemplos:

a) Y = —4x’

b) y = —2%°
XZ

c)y=——

2
Al graficar dichas funciones puede observarse
gue las ramas de la parabola se abren hacia
abajo.
El maximo de las funciones es el cero.

Las ramas de la parabola se acercan al eje

"y"' cuanto mayor es el valor absoluto de "'a"

Funcion cuadraticade laforma Y= ax’ +c

u}? F
5
0 5 x=
57
}rﬂ
<
5 5 xh
5
(b=0Ac=0)
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Ejemplos:

a) y=2x"+2

b) y = 2X°

La gréfica de la funcién dada por Y = 2X* +2 es el Y
resultado de desplazar "C" unidades respecto al eje

n " .z -z 2
X" ala funcién de ecuacion Y = 2X°.

El parametro "'C" indica las unidades de .

desplazamiento de la parabola en la direccién

vertical, hacia arriba si ¢ > 0 y hacia abajo si C < 0.

Funcion cuadréaticade laforma y = ax’ +bx+c

Cuando b # 0 no resulta tan evidente cual es el eje de simetria de la parabola y cual es su vértice.
. . . . - . 2 P .
Si se quiere graficar una funcién cuadratica del tipo Y = aX“ +bX + C, se debe hallar el vértice, el eje de

simetria y el punto de interseccién con el eje " y".

Ejemplo:
Dada la funcién de la forma: Y = X —2X—3

e a> 0, luego la concavidad es hacia arriba.

2

e Para obtener el vértice se emplea la férmula: V = (;— ,C— 4—Jy reemplazando se
a a

obtiene:

o[ e

e Para hallar el eje de simetria se aplica la formula: X = —2—
a

Por lo que el eje de simetria es la recta de ecuacion X =1

e Para hallar el punto de interseccién con el eje “y” se procede del siguiente modo:

La coordenada en “x” es igual a cero (x = O); esto hace que, al sustituir X=0en la

ecuacién Y = ax’ +bX+C, se obtenga y =a.0*° +h.0+c=y=c
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Con lo cual la interseccion de la parabola con el eje “y”, es el punto (0, c). Para el caso

de nuestro ejemplo, dicho punto es (0,—3).

Luego la grafica es:

En ella se observa que:

D, =R

-4 -2 0 2 4
| =[-4+m) \

El minimo de la funcién es — 4

Ecuacion de segundo grado con una incognita
Sea la funcién de segundo grado definida por f(X) = ax® +bx+c

Tomando f(X) =0, la expresion anterior se escribe:

ax’+bx+c=0

gue se denomina ecuacion de segundo grado en la variable x.

Por lo tanto, resolver esta ecuacion implica hallar los ceros o raices reales de la funcion de
ecuacién T (X) =ax® +bx +C. Ya que la funcién es de segundo grado, se tienen dos raices o
ceros.

Por otra parte, como ya se vio, la grafica de dicha funcién es una parabola y por lo tanto, resolver

la ecuacion ax® +bx+c=0 geométricamente significa determinar las abscisas de los puntos

de interseccion, si es que existen, de la parabola con el eje “x”.
Para determinar las posibles soluciones (0 sea los ceros o raices reales) se emplea la férmula:

—b++/b*—4ac

2a

Esto muestra que a lo sumo existen dos soluciones reales, que dependen del valor que tome

X, =

b? —4ac llamado discriminante de la ecuacion.

e Sib?-—4ac> 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.
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Xl:—b+\/b2—4ac y —~b—+/b* - 4ac

2a yoR 2a

Por lo tanto la parabola corta al eje “x” en los puntos (x,,0) y (X,,0).

1/

4 x

. 2 ., . ’ ’
e Sib“—4ac =0, laecuacion tiene una sola raiz real llamada raiz doble:

X, = “oa Por lo tanto la parabola corta al eje “x” en un solo punto.
' a

[

e Sib%—4ac<0,laecuacion no tiene soluciones reales.

Lo que significa que la parabola no corta al eje “x”.

Propiedades de las raices

Dada la ecuacion de segundo grado ax’ +bx+c=0, tal que sus raices son X; Y X,, entonces

se cumple la siguiente relacién entre las raices y los coeficientes de la ecuacion:
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Como aplicacion de estas relaciones, se puede reconstruir la ecuacion conociendo sus raices.
Ejemplo 1:

Determinar sin resolver la ecuacion, la naturaleza de las raices:

—2x> +5x+1=0

Calculamos

A=b*-dac=5"-4(-2)1=25+8=33 >0 = A>0
Luego las raices son reales y distintas.

Ejemplo 2:

Indicar el tipo de raices de las ecuaciones de segundo grado que se dan a continuacion. En caso
de tener raices reales, encontrar las mismas.

a) X°—-Xx+2=0
Calculamos ~ A=b?—-4ac=(-1-412=1-8=-7 <0 = A<O0

Luego la ecuacién dada no tiene soluciones reales.

by X+9x*—-1=0
Ox*+x-1=0

Calculamos

A=b*-4ac=1"-49(-1)=1+36=37>0=A>0

por lo tanto la ecuacion dada tiene dos soluciones reales y distintas.

En efecto:

1 37
_ —b++/h?—4ac ~1+4/37 =713

+_
s 7t 18 18

= : - =
e 2a LY N1 Ve
2718 18

c) —4x*+4x-1=0
Multiplicando por —1se tiene:

4x* —4x+1=0
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Calculamos A =b?-4ac=(-1)-4.41=16-16=0=A=0

Luego la ecuacién dada tiene raiz real doble.

En efecto:
X, __E____A’_l Por lo tanto: X, = X —i
2" "2a 24 2 S
Ejemplo 3:

. . 2
Hallar la ecuacién de segundo grado cuyas raicesson 1 y ——.

Hacemos:
+X 1+(—gj—ﬁ—1:> +X _1o_h
X +X; 3 3 3 X+ X 3
2 2 C
X . X, =1 ~3 =—§ = XX, £ = -
De donde Xz—%x—gzo

multiplicando ambos miembros por 3, se obtiene:

3x? —x—2=0 que es la ecuacion buscada.
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ACTIVIDADES
e Actividad 1: Dados los conjuntos: A = {2,3} B= {x, Y, z} C= {a}

a) Definir por extensién AxB, AxC, BxC, A?

b) Hallar el nimero de elementos de cada uno de los productos cartesianos anteriores e indicar

como lo obtiene.
¢) Para los productos cartesianos del item a), realizar las diferentes formas de representacion.
e Actividad 2:

a) Analizar cuéles de los siguientes diagramas corresponden a funciones

A B i) A B i) A B

b) Responder ¢ Para cuales de estas relaciones se verifica que la inversa es funcién?
e Actividad 3: Graficar las siguientes funciones lineales.
a) y=x+2 b) y=-2x+4 c) y=—§x+1
4
d =-2+43x e = —x __1
) ¥ ) v f y=—3

e Actividad 4: Determinar las ecuaciones de las funciones cuyos graficos se dan a

continuacion.

e Actividad 5: Dada la funciéon
f:R—> R talque f(x)=2x-1
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a)

b)
c)

d)

Determinar f(0), f(-1), f(— %j

La preimagen de 3 mediante f

La imagen de 2

El valor de X tal que f(x)=10

5
Actividad 6: Sea la funcion dada por y = —X _E . Determinar:

a)
b)
<)
d)
e)

f)

Dominio con notacién de conjunto
Imagen con notacién de intervalo
Pendiente

Ordenada al origen

Cero de la funcion

¢ Es creciente o decreciente?

Actividad 7: Determinar el o los valores de "a@" para que el punto P pertenezca al grafico

de la funcién cuya ecuacién se especifica

a) P=(33), y=ax-3 b) P=(3-2) , —2x+3y—a=0

Actividad 8: Representar graficamente las siguientes funciones y analizar si son crecientes,

decrecientes o constantes:

a) y=-2x+3 b) y=x-3
c) y=-2+4x dyy=-2
2
&) y=—3X f) y=2(x-1)+3x+1

Actividad 9: Determinar, en cada caso, la formula de una funcién lineal de modo que su

grafica verifique las condiciones indicadas:

a) Contiene al punto (2;5) y su pendiente es -3.

b) Contiene alos puntos (0;3) y (4;0)

c) Contiene al punto (1;5) y es paralela al eje X.

d) Contiene al origen de coordenadas y es perpendicular a la recta de ecuacién
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2,1
3 6

e Actividad 10: En cada caso, hallar la ecuacion de una recta que cumpla con la indicada:

a) Que su ordenada al origen sea 1 y que contenga al punto (2;5).

b) Que su pendiente sea 7 y que pase por el punto (— 3;5).
. _ 1
e Actividad 11: Considerar larecta L, 1y = _§X+3

a) Hallar la ecuacion de una recta paralela a L, que contenga al punto (1;1).

b) Hallarla ecuacion de una recta perpendicular a L;, que contenga al punto (ZL'l)

e Actividad 12: Resolver las siguientes ecuaciones. Verificar su resultado

2) 3-(x=2)+1= (—6x+9):(~3) b Sx—1-2{1x41
3 3 5
c) %ﬁéx+£j+§=}x d)@+&XX—@=X2—Q5
3) 2 6
3Xx+2 5x+1 2x-10 7
4 2 3x-20 8
17 4 3 3
) x+1+3:x+14 )2 X+5 43
3 9 3

e Actividad 13: Resolver, de ser posible, en forma analitica y grafica los siguientes

sistemas de ecuaciones. Clasificar

3X—-2y=5 o 5x—-y=9
a

X+2y=7 ) 2x+4y =8
x=3y=-1 g X+2y=4

—2X+6y=2 X+2y=8

) 3. 21 X
=—0 X+—y=—+—
x—8y+2 2x—2=2x—y
 _6 3 6
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e Actividad 14: Graficar las funciones cuyas ecuaciones se dan a continuacién y

determinar el dominio y la imagen.

2
a)yzx? b) y=3x*+1 ) y=%x"-3x+5

d) y=-05x% para xe[08] e) y=2x* para xe(-63]

fy=5x’-5 para xe(-5-2) g)y=6x’-12x+12; para xe(-13)

e Actividad 15: Indicar la concavidad, vértice, raices, eje de simetria y ordenada al origen

de las funciones cuyas ecuaciones se dan a continuacion. Graficar.

a) y=2x>-8x+6 b) Y =—X*+2X+3
1, 1 1 2
=>X2 - X+ — d) y=4x"+8x+8
cy 3X 3X+12 )Y

e Actividad 16: Dibujar la grafica de la pardbola que cumpla con las siguientes

condiciones:

Cortaalejexen 2y 6, corta al eje “y” en 18 vy tiene vértice en (4;-6)

e Actividad 17: Completar el siguiente cuadro:

Forma General Forma Canénica Forma Factorizada

y=x*+4x+3

y :—%(x—l)(x+3)

y=—4(x-1) +4

e Actividad 18: Hallar la ecuacion de la parabola que cumpla con cada una de las

siguientes condiciones
a) Elvérticees | — 5,2 y las raices se encuentran a 2,5 unidades del eje de simetria.

b) El vértice es (0;-6) y el punto (3;0) pertenece a la parabola.

c) Lasraices son x1 =3y x2 =5y la ordenada del vértice es 4.
d) Lasraicesson X1 = 1y Xz =2y el vértice es (Xv ; 2 Xv)
e Actividad 19: Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado:

a) x> =81 b) x* =7X
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c) 14x*-28=0 d) 21x* +100=-5
e) x> —3x+2=0 f) X2 +4x =285
9) (x+6)x—6)=13 h) 2x? —6X = 6X* —8x

i) (x=3) —(2x+5)° =16 j) (x+2)* =1-x(x+3)
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Moédulo 3

Boreemoomed EXPRESIONES ALGEBRAICAS

“No hay rama de la Matematica, por abstracta que sea, que no pueda

aplicarse algun dia al fenébmeno del mundo real”
NICOLAI LOBACHEVSKY

INTRODUCCION

Los mateméticos pasaron de la aritmética (que se ocupa de los nUmeros concretos) al algebra cuando
se interesaron en las operaciones que podian realizarse con cualquier nimero, al que representaban
con una letra.

En un principio, las operaciones se describian con muchas palabras, era la época del algebra retérica.
Més tarde, comenzo la etapa del algebra sincopada, es decir, abreviada y en el siglo XVI comenzd la
etapa del algebra simbdlica, que es la que utilizamos hoy, en la que asignamos una letra a cada
incégnita y también a los nimeros, cuando no son niimeros concretos.

OBJETIVOS
o Clasificar expresiones algebraicas.
e Operar con polinomios.
e Factorizar polinomios aplicando los diferentes casos.
CONTENIDOS

1. Expresiones algebraicas.
2. Polinomios en una variable.
3. Operaciones con polinomios.

4. Factorizacion de polinomios.
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1. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Expresiones algebraicas

Se llama expresion algebraica a toda combinacion de nimeros y letras vinculados por las operaciones

de suma, resta, multiplicacién, division, potenciacién y radicacion.

Ejemplos:

Clasificaciéon de las expresiones algebraicas

a) 2X+5y—z

b) 5x? —3x* +i

Jy

Expresiones Algebraicas

v

v

Expresion Algebraica Racional

Expresidn Algebraica Irracional

v

Son aquellas en que las variables
estan afectadas Unicamente por

las operaciones de suma, resta,

v

Son aquellas en las que alguna de sus

variables estan afectadas por radicales o

exponentes fraccionarios.

Ejemplos:

multiplicacion divisién y
potenciacibn con exponentes
enteros.

Expresién

Algebraica Racional

Expresion Algebraica

Racional Fraccionaria

Entera

Son expresiones en que las variables
estan relacionadas con las operaciones
de suma, resta y multiplicacién. Si hay
potencias, estas van con exponentes

naturales o iguales a cero.

Ejemplo:

X% +6xy +/2y°

Son expresiones en que
alguna de las variables forma
parte de un divisor o figura en
el numerador con exponente

negativo.

Ejemplo:

9a—3a“m
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Polinomio

Se llama polinomio a toda expresion algebraica racional entera.

Ejemplo:

-3x* + \/gxy+§xzz4

De acuerdo a la cantidad de términos que poseen los polinomios algunos reciben nombres especiales:
monomio —> 1 término
binomio — 2 términos
trinomio — 3 términos

cuatrinomio — 4 términos

Observar que cada término (o sumando) de un polinomio es un monomio y esta formado por una parte

numérica llamada coeficiente y una parte literal.
Ejemplo:

x/gxyB : donde \/g se llama coeficiente y es la parte numérica; X e Y se llaman variables o

indeterminadas y es la parte literal.
Importante:
e Elgrado de un monomio es la suma de los exponentes de las letras (o variables) que
contiene.

e Elgrado de un polinomio es el grado del monomio de mayor grado que participa en él.

e Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos son del mismo grado.

Nota: trabajaremos con polinomios en una sola variable.

2. POLINOMIO EN UNA VARIABLE

Se llama polinomio de grado n en la variable (o indeterminada) X, sobre el conjunto de

los nimeros reales, a toda expresién de la forma:

P(x)=a, +a,X+a,x* +---+a X" con &, #0 y N entero no negativo
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Notacion:
e Alos polinomios en la variable X se los simboliza con letras mayudsculas
indicando la indeterminada entre paréntesis: P(X); Q(x); T(X)
e A 4, selollama término independiente y a a, se lo denomina
coeficiente principal.
Ejemplos:

Determinar el grado de los siguientes polinomios.
a)P(X) =5x* +3x® +1 es un polinomio de grado 4
b) Q(x) =2x-1 es un polinomio de primer grado

c) RX)=7 es un polinomio de grado 0

Polinomios Especiales

Polinomio nulo
Polinomio es aquel que tiene todos los coeficientes iguales a cero.

En simbolos:

P(x) =0+0x+...+0x"
P(x)=0
El polinomio nulo carece de grado.

Polinomio opuesto

Dos polinomios son opuestos cuando los coeficientes de los términos de igual grado son nimeros

opuestos.

Ejemplo:

Sea P(x) = 2x2 + 7x — 45 el polinomio opuesto es P(x) = -2x? - 7x + 45
Polinomio constante

Se llama polinomio constante a todo polinomio de grado cero.

Ejemplo:

P(x) :—§
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En particular P(X) =1 se llama Polinomio Identidad y se lo simboliza generalmente como |(X)

Igualdad de polinomios

Dos polinomios no nulos, son iguales si y s6lo si los coeficientes de los términos de igual grado son

iguales (a los términos de igual grado se los denomina términos semejantes).

Ejemplo:

P(x) = a, +a,x+a,x’ Q(x) = 2+3x?

P=Q sivsdlosi 8,=2, a,=0va,=3
Polinomios completos y ordenados:

Un polinomio en la variable X se dice que estd completo y ordenado, cuando figuran todas las
potencias de X menores al grado del polinomio y los términos estan ordenados segun estas potencias
en forma creciente o decreciente.

Los polinomios se completan, agregando los términos que faltan con coeficiente cero.

Ejemplos:

a) P(X) =3x* +2X—1 esta completo y ordenado en forma decreciente

b) Q(X) =—x>+4x—3 esta incompleto ya que falta el término de grado 2.

Para completarlo se agrega ese término con coeficiente cero, quedando:
Q(x) = —x*+0x* +4x-3
Valor numérico

El valor numérico de un polinomio P(X) es el nimero real que resulta al reemplazar la variable X por

un nimero determinado y efectuar las operaciones que estan indicadas.

Ejemplo:
El valor numérico de P(X) = 2x® —x+3 para x = -1 es:

P(-1) =2(-1)° — (-1) +3=2(-1) +1+3=2

Adicion de polinomios

La suma de dos o mas polinomios es otro polinomio cuyos términos se obtienen sumando los
términos de igual grado.
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Ejemplo:
Dados los polinomios: P(X) = =3x* +6x® —2x+4 y Q(X) = 2x* —3x* +5X — 2. Realizar

P(x) +Q(x)

Aplicando la definicién: Disposicidn practica:

P(X)+Q(x) = -3x* +(6+2)x* =3x* + (- 2+5)x+(4-2) = —3x* +6x° +0x* —2x + 4
—3x* +8x3 —3x% +3x+2 +
2x3 —3x* +5x -2

—3x* +8x* —3x* +3x+2

a) Asociativa
b) Conmutativa

c) Existencia del elemento neutro

El polinomio nulo O(X) es tal que, para cualquier polinomio P(X) se verifica que:
P(x) + O(x) = O(x) + P(x) = P(x)
d) Existencia del elemento opuesto
Para todo P(X) = a, +a, X+ a2X2 +...+ anx”, existe su opuesto
—P(x)=-a, +(-a, )x+(-a, )x* +...+(-a, )X" que verifica:

P(x) + (= P(x)) = P(x) — P(x) = 0(X)

Diferencia de polinomios
Para restar el polinomio Q(X) del polinomio P(X) se debe sumar al polinomio P(X) el opuesto de
Q(x):

P()~Q() = P(x) +[-Q(x)]

Ejemplo:
Calcular P(X) —Q(X) si

P(X)=3x*-5x+1 y Q(X)=x*-7x-3
Como el opuesto de Q(X) es —Q(X) = —Xx* +7X +3, resulta:

3x? —5x+1

—X?+7x+3

2X2 +2x+4
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Producto de polinomios

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada monomio de uno de ellos por cada uno de los
términos del otro y luego se suman los coeficientes de los términos de igual grado (para operar se
deben tener en cuenta la propiedad distributiva del producto respecto de la suma de nimeros reales y
del producto de potencias de igual base).

Ejemplo:
Dados dos polinomios:

P(x)=2x>-3x*+x-1 y Q(X)=—x*+5X, realizar el producto de los mismos.
Disposicién practica:
2x° —3x% +x-1

—x% +5x

10x* —15%3 + 5x® —5x

—2x°+3x = x* + x?

—2x° +13x* —16x%% + 6x* —5x

Entonces: P(X).Q(X) = -2x° +13x* —16x> +6x° —5x

O sea:

1) Multiplicamos un término del multiplicador por cada término del multiplicando.

2) Multiplicamos el otro término del multiplicador por cada término del multiplicando y
encolumnamos los monomios de igual grado.

3) Efectuamos la suma.

El producto de polinomios verifica las siguientes propiedades:

a) Asociativa

b) Conmutativa

c) Existencia del elemento neutro para el producto.

El polinomio 1(X) =1 es tal que para cualquier polinomio P(X) se verifica:

P(x).1(x) = 1(x).P(x) = P(x)

jAlgunos productos notables!
« Cuadrado de un binomio (x+a)° =(x+a)x+a)=x?+2xa+a’
« Cubodeunbinomio  (x+a)’ =(x+a)x+a)x+a)=x*+3x%a+3xa’+a’
e Producto de la suma por la diferencia de dos nimeros

(x+afx—a)=x*—ax+ax—a’ =x* —a’
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Ejemplo:

(2x—3x* ) = (2x)? - 2.(2x)(3x* )+ (3x* | = 4x* —12x® + 9x°
O también

2

(2x—3x* f = (2x—3x* [ 2x = 3x* )= 4x? — 6X° — 6x° + 9x® = 4x? ~12x° + 9x°

Divisién de polinomios:
Para efectuar la division entre dos polinomios, el polinomio dividendo debe ser de grado mayor o igual
gue el grado del polinomio divisor y deben estar ordenados en forma decreciente.

Ademas, el polinomio dividendo debe estar completo.

Ejemplo:
Dados dos polinomios: P(X) =3x® —2x* =1y Q(X) =1—x + x?

Realizar la divisién de los mismos.

Ix¥—2xt 4+ 0x-1 |x2—x+]

—3xP 432t -3 = Gx+1
x—3x-1
—xi 4 x-1
—2x-2

Luego el cociente es C(X) =3X+1yelresto es R(X) =-2x—-2

La descripcion del proceso es la siguiente:
1. EIl primer monomio del cociente se obtiene dividiendo el monomio de mayor grado del

dividendo por el divisor: 3x* : x* = 3x
2. Se multiplica 3X por el divisor y el resultado se resta del dividendo.

Una vez obtenida la diferencia se inicia el proceso como si ésta fuera el dividendo.

El proceso concluye cuando la diferencia es de grado inferior al divisor.

Cuando el resto de la division es cero, entonces se dice que la division es exacta y que el
dividendo, P(X), es multiplo de Q(X), o bien que P(X) es divisible por Q(X) y se cumple

la relacién:

[P(X) =Q(X)C()|

Regla de Ruffini

Esta regla se emplea para dividir un polinomio por otro de la forma X—a,con a€R.
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Ejemplo:
Dados P(X) =3x*-2x+1 y Q(X)=x+1

Se esquematiza:

D— 3 0 -2 1
@ d 3 3 1
1 B -

®3 ® -3 ©1 ®0

Pasos:

® Se escriben los coeficientes del dividendo completo y ordenado.

@ A la izquierda se escribe el opuesto del término independiente del divisor (es —1).
® El primer coeficiente queda igual (es 3).

@ El segundo coeficiente se obtiene efectuando 3.(— 1)y sumando este resultado a cero (es — 3).
® El tercer coeficiente se obtiene efectuando (— 3).(— 1)y sumando este resultado a — 2 (queda 1).

® Por ultimo, multiplicamos 1.(—1) y le sumamos 1 (es 0).
a) El resto de la division es el Gltimo nimero obtenido en el paso ®, es decir R(X) =0.
b) El polinomio cociente es de un grado menor que P(X) y sus coeficientes son los obtenidos por
la regla antes mencionada en los pasos ®, @ y ©, este resulta:
C(x)=3x* -3x+1

Si el divisor es de la forma NX—a, para poder aplicar Ruffini se debe tener presente que:

Si en una division dividimos el divisor por un nimero N, debemos dividir al dividendo por N para

gue el cociente sea el mismo. El resto queda dividido por N.

Teorema del resto
El resto de la division entre un polinomio P(X) por otro de la forma X—a, con a € R, es el valor

numérico de P(X) para X=a.

Ejemplo:
En el caso de la division del ejemplo anterior (donde se aplicé la regla de Ruffini)

P(-1)=3(-1) -2(-1)+1=3(-1)+2+1=-3+2+1=0
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Luego el resto es R(X) =0
Cuando el valor del resto es cero, significa que el polinomio P(X) es divisible por X—a . El valor de

X que hace cero a P(X) se denomina cero o raiz del polinomio.

4. FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Si dos expresiones algebraicas A y B se multiplican y su producto es C, es decir: A.B=C, cada una de

las expresiones algebraicas A y B es un factor de C.
Ejemplo:
(x—1)x—3)=x* —4x+3entonces (x —1)y (x —3) son factores de X* —4x +3

En la resolucion de problemas matematicos es a menudo conveniente determinar los factores de una
expresion algebraica. El procedimiento para hallar estos factores (cuando existen) se denomina

factores o descomposicion en factores de la expresion dada.

Una expresion algebraica es irreducible o prima si no se puede expresar como el producto de otras

expresiones. Por ejemplo (X — 1) es una expresion irreducible o prima.

Factorear o factorizar una expresion algebraica es expresarla como el producto de sus factores
primos.

En el ejemplo dado anteriormente (X —1)y (X —3) son factores primos, por lo tanto la expresion
x? —4x+3=(x—1)(x—3), esté factoreada.

Casos de Factoreo

Factor comuln: una expresion es factor comin en una suma algebraica cuando figura en cada

término como factor, por ejemplo a.b + a.C el factor comuin es a.
Por la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma:
a(b+c)=ab+ac
Reciprocamente
ab+ac=alb+c)

Por lo tanto, si en todos los términos de una expresién algebraica figura un factor coman, dicha
expresion es igual al producto de ese factor por la expresion que resulta de dividir cada término por el

factor.
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Ejemplo:

Sea el polinomio P(X)=3%* —6x=3-X-X—3-2-X, en el observamos que el factor 3 aparece en

todos los términos, lo mismo que el factor X , luego el polinomio P(X) se puede escribir como

P(x) = 3x* —6x=3x-(x-2)

En algunos casos resulta conveniente extraer un factor de todos los términos, aunque no sea comun

a todos ellos. Por ejemplo, si necesitamos que el coeficiente del término cuadratico de 3x? +5x—2

sea 1, debemos extraer como factor de toda la expresién el nimero 3. Es decir:
5 2
3x?+5x-2=3 x* +=x—-=
3 3

Factor comuUn por grupo: algunas expresiones presentan una estructura que nos permite formar
grupos de igual cantidad de términos y sacar factor comin en cada uno de esos grupos. Una vez hecho

esto, aparece un nuevo factor comun en todos los grupos.
Ejemplo:

P(x)=x®>—2x" —3x+6

P(x) = (X5 _ 2X4)+ (-3x+6) Se forman grupos de igual cantidad de
M -3 términos, de forma tal que en cada uno de ellos

haya un factor comun

P(x) = X4(X _ 2)_ 3(X _ 2) En cada término debe aparecer el mismo factor
para poder extraerlo nuevamente como factor
comun.

P(x) = (x— 2)(X4 -3) Al sacar nuevamente factor comun, la

expresion queda factorizada a través del factor

comun por grupos.

Diferencia de cuadrados: al analizar los productos notables vimos que:
(a+b)(a-b)=a®-b?
Reciprocamente
a’—b? =(a+b)(a-h)

Luego toda diferencia de cuadrados es igual a la suma por la diferencia de las bases.

Ejemplo:
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4> -y = (ZX)2 - (y)2 = (ZX + y)(2x - y), con lo que este polinomio queda factoreado.

La suma de cuadrados a® +b? no se puede factorear en el conjunto de los numeros reales.

Trinomio cuadrado perfecto: en productos notables vimos que el cuadrado de un binomio es igual

a
(a+b)* =a®+2.ab+b?
Reciprocamente
a’+2ab+b? =(a+b)

esta expresion de tres términos recibe el nombre de trinomio cuadrado perfecto, luego, todo
polinomio que cumpla con esta regla es igual al cuadrado del binomio formado por las bases de los

cuadrados.
Ejemplo:

X° +6X+9=(x)*+2.3.x+(3)% = (x+3)°
Cuatrinomio cubo perfecto: también vimos en los productos notables el desarrollo de (a + b)3

(a+b)’ =a®+3.a%b+3.ah? +b°
Reciprocamente
a®+3a’b+3ab?+b’=(a+b)

esta expresién de cuatro términos recibe el nombre de cuatrinomio cubo perfecto, luego, todo

polinomio que cumpla con esta regla es igual al cubo del binomio formado por las bases de los cubos.
Ejemplo:
3
X2 +6.x2 +12.X+8=(x+2)
Binomios de laforma a" £b", con n>3

e Para =3 (Suma o diferencia de cubos), efectuando los siguientes productos, obtenemos
(a+h)(a® —ab+h?)=a’ +b?
(a-b)(a® +ab+b?)=a®-b?

Reciprocamente

a®+b° = (a+b)(a? —ab +b?)
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a®-b° = (a—b)(a® +ab+h?)
Ejemplos:
2) X +27 = X° +3° = (x+3)(x? —x.3+3? )= (x+3)(x* —3x+9)
b X° —1=x° —1° = (x=1)(x? + x1+12 )= (x=1)(x? + x+1)

e Para N> 3, existen dos posibilidades

a) Binomios que pueden reducirse a diferencia de cuadrados, suma de cubos o diferencia

de cubos.

Ejemplo:

X8y (X3)2 _(y3)2 _ (X3 _ ysxxs n ya)

(x— y)(x2 + Xy + yZXx+ y)(x2 — Xy + y2)
(x—y)x+ y)(x2 + Xy + yZsz — Xy + y2)

b) Binomios que NO estan incluidos en a)

Estos se pueden factorear por medio de las siguientes formulas:
a" +b", sines par: no se puede factorizar

a"+b" = (a+b)a"* —a"2b+a"%h? —..£b")  sinesimpar

(a-b)a" +a"?b+a"*b? +...+b"*)

a"-b" = cuando N es par
< (a+b)a™ —a™b+a"*h? —..£b"™")

a"—b" =(a-b)a" +a"’b+a"b’ +..+ b”’l) si N es impar
Ejemplo:
X® —32=x° 2% = (x=2)(x* +X*2+ X2 2% + x2° + 2
= (x—=2)(x" +2x° + 4x? +8x+16)
En algunas expresiones se podra aplicar, en forma sucesiva, mas de un caso de factoreo. Para resolver
estos ejercicios se sugiere factorear en el siguiente orden:
1 Buscar factor comun, ya sea Unico 0 por grupos.

2 Siel polinomio tiene dos términos buscar diferencias de cuadrados o suma o diferencia de

potencias de igual grado.
3 Sitiene tres términos puede ser el cuadrado de un binomio.

4  Sitiene cuatro términos puede ser el cubo de un binomio.
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ACTIVIDADES
e Actividad 1: Marcar con una X las expresiones algebraicas que son polinomios:

a) 4x°+43 ...

4 ) 3x*+4x-1 ..
X

e Actividad 2: Completar los siguientes enunciados.
a) El polinomio 5X* —2X + 4y +3m tiene términos.
b) En el polinomio —X® —4x* —7, el coeficiente del término X° es
¢) El grado del monomio 5X*y es
d) El grado del polinomio 2x°y? —3x?y es
e) El grado del monomio 8 es

f) El grado del polinomio O es

e Actividad 3: Determinar si la expresion dada es o0 no un polinomio. Si es un polinomio

establecer el nimero de términos y su grado.

a) 6x°y°z b) 16a’b*c -1

c) 5x° _ox-t d) 6x%y —17xyz+/4y*
X

e) 10 f) 5x % —x

e Actividad 4: Clasificar las siguientes expresiones algebraicas. Colocar | (irracional),

F(fraccionaria) y E(entera)

a) V2x+5y® |b) [3x+7 ax? oyt V7x 11x2) 7!
) V2x+ 5y ) V3x+7y ) = d = e) (7;‘7)
5w -1 5 H —4\-3 i -4
D 9 4mT A5z h) a7 +vzys ) 96T D o
. . » x> 2xy y . 1
e Actividad 5 ¢ Cual es el valor numérico de — —? + 3— si X=-2,y= Z ?
X
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e Actividad 6: Completar la siguiente tabla:

] ] Polinomio
Polinomio ] Nombre | Grado | CP Tl
Reducido

—5x%24+7—11x — 13 + 7x3 + 8x — 2x? — 4x?

3 3
5+ gxz +0,25x — 0,8x2 — 7%= 3,8

~ ~ 3
0,1x5—2x*—0,7x + x*—0,13x5 + £X + 3x*

~ 2 5 .
0,2x+§—7x3+6x—0,6x+6x3—x

1 ~ 3 9
—§x—0,5x2—0,6x—§+§x2 +0,2x% + x — 4x?

e Actividad 7: Hallar la expresion reducida del perimetro de las siguientes figuras.

2) {@ = Sx4+2x2-—7 P = —9x+5x3—6x?
bc = 4—2x—3x? b) {ps = 2—2x%—4x?+8x
a b ts = 5+43x+7x%—x8
' D
d c
t S

e Actividad 8: Dados los polinomios

P(x) = x° —3x® +0,6x Q(x) = 4x* —0,3x +10

R(X)=2x* +x-1 S(x) =—x T(x):gx2
Hallar

a) P(x) +Q(x) b) Q) —[R(¥) +S(x)]
) P9~ Q(Y &) PO)R(X)

&) P(X):R(x) N [S)+Tf

o Actividad 9: P(X)=x%+3x* —x+1 y P(x) + Q(x) = 2x* —3. Averiguar Q(X).

e Actividad 10: Calcular
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0) (8x2 —%xj (SXZ +1xj dy(x+5)°
2 2
e) (Z—4xj f) (——xz—lxj
3 4 2
3 3
9) (3”%) h) ze —2xj
i) (3X3y—2X52)2 i) (5Gm* 4 n*x)2

Actividad 11: Si P(X) = X* +2x+1 y P(X).Q(x) = x> +3x* +3x+1, encontrar Q(x).

Actividad 12: Resolver las siguientes divisiones aplicando la Regla de Ruffini

a) (2X3 +2% —48x+72): (x-2) b) (4x4 +%xj:(x+%)

c) (lx“ ALY +§x—6j:(x—4) d) (1Ox3—zx+12x2 +1):(2x+3)
2 4 4 2 2

Actividad 13: Determinar los valores de a y b tales que x® —ax? +bx + 2 sea divisible por
X +3x-2.

Actividad 14: Verificar si el valor indicado es 0 no una raiz (o cero) del polinomio dado

a) P(z)=2°+22> +27+4 z=-2

b) P(X) = x* —=3x" +x+4 X =2

Actividad 15: Aplicando el teorema del resto

a) Calcular n en P(X) =2x* —3x® +nx* —2,5x + 6, sabiendo que 1,5 es raiz de P(x).

b) Calcular m para que el resto de dividir S(X) = 4%> —X® + MX—2 por X—2 sea 26.
Actividad 16: Factorizar los siguientes polinomios aplicando factor comdn:

a) 16a°b’c—12a’h’c® +20a°b™

b) 18x*-12x+54

c) 9(x+1)-3(x+1)°
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d) 4x*(2x-5)* +8x*(2x-5)
e Actividad 17: Factorizar los siguientes polinomios aplicando factor comun por grupo:
a) am+bm+a’+ab
b) 6ax+3a’—4bx—2ab
c) 6a’x+4ab+2a—3abx—2b%—b

d) 2mx* +3nx* +10m+15n

Actividad 18: Factorizar los siguientes polinomios aplicando diferencia de cuadrados:

a) x°-9
16 , 1

b) —x2——
9 25

o) (2x+3f —(x-1)°
d (x-1)* -16y?

Actividad 19: Factorizar los siguientes polinomios aplicando trinomio cuadrado perfecto:

a) X +6x+9

b) 4x*+9y*—12xy
c) (m+n)2+(m+n)+%

2 p°
d I+—p+—
: 3p 9

Actividad 20: Factorizar los siguientes polinomios aplicando cuatrinomio cubo perfecto:

a) 8m°®—-36m*x+54m?x* —27x°

1 3 3, 3

by ———a+-a’-a
8 4 2

c) lm3—im2a+§ma2—a3
4 16 4

d) —0,008x*+0,12x* -0,6x+1

e Actividad 21: Factorizar los siguientes polinomios aplicando suma o diferencia de
potencia de igual grado:

a) 27x°+8
by a’'-128
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c) m®-216
d 8x®-1

Actividad 19: Factorizar los siguientes polinomios:

a) 6a®x* +9abx? + 3acx?
b) 6am+4m+15an+10n

ca’—a’b+a®*-b
d) a*+2a’b®+b*
o) (a—b)’ +4(a—b)+4

f) i+£+i
a? ab b’

g) 16 —x*

) 9—a? —2ab—b?
) 8+12x+6x> + X3

K X +8
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Moédulo 4

TRIGONOMETRIA PLANA
“No hay un camino l6égico que conduzca al camino de leyes
elementales. El Unico camino es el de la intuicion que nace del

sentimiento de que tras las apariencias hay un orden”
ALBERT EINSTEIN

INTRODUCCION

La Trigonometria fue desarrollada por los astrénomos griegos, quienes consideraban el firmamento
como el interior de una esfera, por lo que fue natural que los triangulos sobre una esfera se
estudiaran tempranamente (por Menelao de Alejandria alrededor del afio 100 d. C.) y que los
triangulos sobre un plano no se estudiaran hasta mucho después. El primer libro con un tratamiento
sistematico de la trigopnometria plana y esférica fue escrito por el astronomo persa Nasir Ed-din
(aproximadamente en el afio 1250 d. C.).

A Regiomontano (1436-1476) se le atribuye haber llevado la Trigonometria del campo de la
Astronomia al de la Matematica. Su trabajo fue mejorado por Copérnico (1473-1543) y por Retico
(1514-1576), discipulo de Copérnico. El libro de Retico fue el primero en definir las seis funciones
trigonométricas como relaciones entre los lados de un tridngulo, aunque no fue ahi donde recibieron
sus nombres actuales. El crédito por esto se le debe a Thomas Fincke (1583), aunque en su época
no se aceptd universalmente la notacioén utilizada por él. La notacion actual se establecid finalmente
en los libros de texto de Leonard Euler (1707-1783).

La Trigonometria ha evolucionado desde entonces, de su uso por topografos, navegantes e
ingenieros hasta las aplicaciones actuales en el estudio de las mareas ocednicas, el alza y la caida
de la produccién de alimentos en ciertos ambientes ecoldgicos, los patrones de ondas cerebrales y
en muchos otros fenébmenos.

OBJETIVOS

e Reconocer los distintos sistemas de medicidon angular.

e Resolver situaciones probleméticas cuyo planteamiento llevan a la resolucidon de triangulos

rectangulos.

CONTENIDOS

1. Sistema de medicién de angulos. Equivalencia entre los tres sistemas.

2. Funciones Trigonométricas. Relacion entre las funciones trigonométricas.
3. Circunferencia trigonométrica.

4. Resolucidn de tridngulos rectangulos.

5. Expresiones algebraicas.
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1. ANGULO. SISTEMAS DE MEDICION

Angulo
Consideremos un punto O del plano y una semirrecta que gira alrededor de él desde

una posicion inicial r a una posicion final r'. Se llama angulo a la region del plano

comprendida entre ambas posiciones; llamadas lado inicial y lado final respectivamente.

lado final lado final

— > 0 " >
0 lado inicial r @ lado inicial r

Sistemas de medicion de angulos

Para medir angulos se utilizan distintos sistemas de medicién:

= SEXAGESIMAL: En este sistema, una circunferencia tiene 360° (360 grados

sexagesimales). La unidad de medida es el grado sexagesimal.
Un grado sexagesimal (°) tiene 60 minutos ('), un minuto tiene 60 segundos ().

= CENTESIMAL: En este sistema una circunferencia tiene 400° (400 grados

centesimales). La unidad de medida es el grado centesimal.
Un grado (®) tiene 100 minutos (M), un minuto tiene 100 segundos (°).

» RADIAL: El sistema de medicion de angulos mas utilizado es el sexagesimal.
Cuando se quiso utilizar este sistema en Fisica, para poder calcular el camino
desarrollado por alguna particula en trayectoria circular, se —

encontré que el sistema sexagesimal no ayudaba, pues / ‘ ‘1;'3*1‘3':'
| —.TI Arco _

matematicamente no esta relacionado con el arco que describe el Racho | Rog
cuerpo al moverse. De esa manera se “inventd” otro sistema ’
angular, el sistema radial o circular, donde la medida del

angulo se obtiene al dividir el arco y el radio de la circunferencia. En este sistema
la unidad de medida es el radian (se simboliza rad).Un angulo llano (al dividir el

arco por el radio) mide 3,14... (que es el valor aproximado de “n”). De esa manera

un giro completo (que es lo mismo que dos angulos llanos) mide 2= rad.
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Equivalencia entre los tres sistemas:
De las definiciones dadas se desprende que

1 giro = 2zrad = 360° = 400°
1 lano = zrad = 180° = 200°

1 recto = %rad = 90° = 100°

Ejemplos: Pasaje del sistema sexagesimal al circular y viceversa:
Cuando se desea pasar de un sistema a otro, se plantea y resuelve como un problema

de regla de tres simple. Asi:

¢Cuantos radianes son 30°? éCudntos grados son 7 radianes?
4
(o]
3600 27 rad 2 rad 360
300 x rad %rad X0
360°- ~ rad
X=274d=450
_ 30 -2zrad _ 7 g e
360° 6

2. RAZONES TRIGONOMETRICAS

Previamente es importante recordar, los elementos de un tridngulo rectangulo:

Catetos: son los lados que forman el angulo

recto.

Hipotenusa: es el lado opuesto al angulo

recto.

cateto

A partir de ello, dado un triangulo rectangulo ACB como el de la figura anterior, se pueden formar

seis razones con sus tres lados:

78 | LICENCIATURA EN NUTRICION



Material para el ingreso a la Universidad. | 202 ()
Area Matematica

Resulta interesante analizar lo que ocurre con estas razones cuando varian los lados del triangulo.

Por ejempilo, si se construyen triAngulos semejantes como los siguientes: uno de ellos cuyos catetos
midan 3 cm y 4 cm respectivamente, y su hipotenusa 5 cm y los otros dos de tal manera que los
catetos y la hipotenusa sean el doble y el triple (segun corresponda) de los valores del primero, se

puede observar que existe entre las longitudes de los lados una proporcionalidad. En efecto:

15 cm

0Ocm 9cm

6 cm
12 cm

8cm
3cm

4cm

15cm 12cm _9cm
5cm 4cm 3cm

10cm 8cm _6cm
5¢cm  4cm  3cm

=3 > razon =2 —>razén

Esta proporcionalidad también puede escribirse respecto a los lados homélogos (es decir

a aquellos que se ubican en la misma posicién). En el ejemplo anterior resulta:

catetoopuesto 3cm  6cm  9cm hipotenusa ~ 5cm 10cm  15cm

= = ~06 === = =16
hipotenusa 5cm  10cm  15cm catetoopuesto 3cm 6cm  9cm
catetoadyacente _ 4om _ 8cm _ 12em _ o hipotenusa _ 5cm _10cm _15¢cm _195
hipotenusa ~ 5cm  10cm  15cm catetoadyacente 4cm 8cm 12cm
catetoopuesto 3cm _6cm  9cm 075 catetoadyacente  4cm _8cm 12cm _13

catetoadyacente 4cm  8cm  12cm catetoopuesto  3cm  6cm  9cm

Cada una de las razones arriba mencionadas se denomina razén trigonométrica de un angulo agudo
de un triangulo rectangulo.
Las razones trigonométricas son: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante,

gue se las denota como: sen, cos, tg, ctg, sec y cosec respectivamente.
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En general, dado un triangulo rectdngulo ACB como se muestra a continuacion:

B

a (\:\ Hipotenusa
Cateto opuesto

del angulo ¥ \
X~
C b A

Cateto adyacente
del angulo &

El seno de un angulo es el nimero que expresa la razén entre el cateto opuesto y la hipotenusa
(se refiere a su medida), es decir:

catetoopuesto  a
sena= ——————— ==

hipotenusa c

De la misma forma se definen las restantes:

o catetoadyacente _ b
hipotenusa c

hipotenusa c

~ cateto adyacente b

catetoopuesto  a hipotenusa c
o= = coseCcoL=——————=—
catetoadyacente b catetoopuesto  a

o  cateto adyacente _ b
catetoopuesto  a

Las tres ultimas razones trigonométricas son las inversas de: la tangente, el
coseno y el seno respectivamente

3. RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

A partir de las razones trigopnométricas estudiadas anteriormente y del Teorema de Pitagoras que
se enuncia a continuacion:

El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

B

c? =a’+b?
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Para resolver un triangulo rectangulo (es decir hallar los elementos desconocidos en él, dados otros

elementos), se siguen los siguientes pasos:

1°: Se dibuja un tridngulo rectangulo y se designa con letras a sus elementos.

2°: Los datos se escriben sobre el propio tridangulo.

3°: ¢Qué formulas, razdn o razones trigonométricas relacionan los datos e incognitas?
4°; Se escriben tales relaciones de las que resultara/n la/s incégnita/s.

5°: Se calcula el valor de la/s incégnita/s.

6°: Se discute la solucion.

7°: Se comprueban los resultados.

La trigonometria de los triangulos rectangulos se utiliza frecuentemente para encontrar la altura de

un objeto. Horizontal B
Angulo de depresiéon ———

' |

. . . . . L, ., | |
Si se mira hacia arriba, se mide el angulo de elevacion. } }
' —_Angulo de elevacién |

_____ - s - ____1]
Si se mira hacia abajo, se mide el &ngulo de depresion. Horizontal
Recordemos las razones trigonométricas en un tridngulo rectangulo:
cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto
sengg=————— CoS o= - o=
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente
coseccCo=—— SeCa = ctg a=
cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto

Las técnicas para la resolucion de triangulos rectangulos pueden aplicarse para resolver diversas
situaciones cotidianas de medicién. En los siguientes ejemplos podra apreciar algunas de estas

aplicaciones.

Eiemplo: Dado el siguiente triangulo rectangulo:

Determinar el valor del lado b y de los angulos & y [

Por relacion pitagérica sabemos que C

52 =32+h? = h=+5"-3" =16 =4
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Por definicién de razones trigonométricas, tenemos

_ cateto opuesto
hipotenusa

Ssen o

=sena :g: a=36°52"12"

Por ser a.y B complementarios se verifica que =90~ =53°7'48"

Ejemplo: Al mirar desde el suelo el punto mas alto de una torre de 60 m. de altura, el angulo que

forma la visual y la horizontal es de 30°. ¢ A qué distancia de la torre se encuentra el observador?

cateto opuesto

tg o =
B Je cateto adyacente
60 m tg 30°=60—m:> x:GO—m:>x:103,92m
C A
X

Ejemplo: Una escalera de 9 m esta apoyada contra la pared; ¢,qué altura alcanza si forma con

el suelo, supuesto horizontal, un angulo de 72°?

Solucioén:

Realizamos una figura de analisis.

9m

el

La longitud de la hipotenusa esta dada, y la distancia desconocida es la longitud del lado
opuesto al angulo de 72°. La razén que establece esta relacion es la del seno.

__ cateto opuesto
hipotenusa

sen 72°=i
Im

X=9m-sen 72°
X=8,6m

La altura que alcanza la escalera es aproximadamente 8,6 m
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Eiemplo: Desde lo alto de un faro, cuya altura sobre el nivel del mar es de 52,2 m, el angulo de

depresién de un pequefio bote es de 11° ¢ A qué distancia del faro esta la embarcacion?

Solucion:
Lo primero que tenemos que hacer es dibujar el triAngulo que se forma con los datos del

problema para interpretar la situacion.

ingulp de depresion

11°
11°

<
y
3

C 522m

522m

N e Y
=%

»

MAS 11°

T e i bote

Aunque el problema nos habla de un angulo de depresién de 11°, el &ngulo de elevacion
mide lo mismo (los &ngulos de elevacién y de depresion son congruentes, ya que son
angulos alternos internos entre rectas paralela y una transversal).

A partir de esto, con los datos de los lados, hacemos uso de la tangente trigonométrica:

_ cateto opuesto
cateto adyacente

g1 52,2m
X
52,2m
X =
tg11°
X=2685m

Entonces la distancia del bote al faro es aproximadamente de 268,5m
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ACTIVIDADES

e Actividad 1: Completar la siguiente tabla.

Sexagesimal Radial

o1 225923’
T

o2 3—rad
5

o3 125023’19”
V4

o4 —rad
4

e Actividad 2: Dadas las medidas de tres angulos, ordenarlos en forma creciente.

(Sugerencia: pasar los tres angulos a un mismo sistema de medicion)

3
a) p=2>rrad : y=148°27°32" a=>7rad
8 2
3 ﬂ ,
b)) B==~rrad ; a:Erad ; y =95°50
4

e Actividad 3: Calcular los angulos interiores del triangulo ABC, expresandolos en el

sistema sexagesimal.

B
2x
x+ 7 rad x+85"
A C

e Actividad 4: Calcular los da’&os gue faltan en el siguiente tringulo rectangulo:
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Actividad 5: Hallar las razones trigonométricas de los angulos agudos & y £ de un triangulo

rectangulo ACB, recto en C , sabiendo que el cateto adyacente al angulo & mide 8 my la

hipotenusa mide 8v2 m.

Actividad 6: Completar la tabla utilizando Unicamente los datos. (Usar la figura del tridngulo

rectangulo como referencia)

a B a b C
30° 15,2 cm
0,17m 0,20 m
60° 55cm
20 cm 25cm

Actividad 7: Plantear y resolver las siguientes situaciones problemaéticas.

a) Siun observador de 1,70 m de altura, observa el extremo superior de un arbol, con un
angulo de elevacion de 32°y la distancia del observador a la clspide del mismo es de 8,7 m
¢ Cudl es la altura del arbol?

b) Una torre de 130 m de altura esta situada en la orilla de un lago. Desde la punta de la
torre, el &ngulo de depresion de un objeto en la orilla opuesta del lago es de 30°. ¢, Cuél es el
ancho del lago?

C) Una escalera de apoyo forma un angulo de 60° con el piso y llega en la pared hasta una
altura de 3 m. Averiguar la longitud de la misma.

d) ¢Cual es la altura del arbol si proyecta una sombra de 10,89 m con un angulo de
elevacion de 28°?

e) Si las diagonales de un rombo miden 6 cm y 0,8 dm respectivamente, calcular el
perimetro y la amplitud de los &ngulos interiores del mismo.
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